
Vybrané kapitoly zo ²tatistickej fyziky
Príklady z cvi£enia

cviko bolo 18.2.2025 opakovanie ²tatistickej fyziky

Akéko©vek otázky smelo smerujte na juraj(a)tekel(b)gmail(c)com

Príklad 1 (�riepky z termodynamiky).

� ■ Ukáºte, ºe na pV diagrame je adiabata
ideálneho plynu strm²ia ako izoterma v rov-
nakom bode.

� Kilomól ideálneho plynu koná vratnú zmenu
pod©a rovnice pV κ = const, kde κ = Cp/CV .
Dokáºte explicitným výpo£tom, ºe pri ta-
komto deji je teplo prijaté plynom nulové.

� Ur£ite kritický tlak, teplotu a objem plynu,
ktorý sa správa pod©a van der Waalsovej sta-
vovej rovnice.

Príklad 2 (�riepky z pravdepodobnosti).

� Majme náhodnú premennú x rovnomerne
rozdelenú na intervale (−a, 0) a náhodnú
premennú y rovnomerne rozdelenú na inter-
vale (0, b), pri£om a, b > 0. Nájdite strednú
hodnotu a strednú kvadratickú odchýlku
premennej z = x+ y.

� V guli s polomerom R náhodne, s rovnomer-
nou hustotou pravdepodobnosti v celom ob-
jeme, vyberiem jeden bod. V akej priemernej
vzdialenosti od stredu gule sa bude nachá-
dza´?

� ■ Beºný balí£ek 32 sedmových kariet roz-
dáme náhodne medzi ²tyroch ©udí. S akou
pravdepodobnos´ou nebude ma´ jeden kon-
krétny z nich ºiadne eso? S ako pravdepo-
dobnos´ou nebudú ma´ ºiadne eso aspo¬ (©u-
bovo©ní) dvaja z nich? (Esá sú v balí£ku
²tyri.) Ako by to vyzeralo pre ºolíkové karty?

� V krabici s objemom V majme N £astíc ide-
álneho plynu. Pozrime sa teraz v náhodnom
momente na náhodný kus krabice s objemom
V/N . S akou pravdepodobnos´ou v ¬om ne-
bude ºiadna £astica?

Príklad 3 (Kruhové deje). Majme n molov jedno-
atómového ideálneho plynu ako médium v procese
zobrazenom na obrázku.

a. Vyjadrite tlak, teplotu a objem plynu vo
v²etkých koncových bodoch úsekov kruho-
vého deja pomocou zadaných hodnôt pA, VA.

b. Ktorým smerom musí kruhový dej beºa´ aby
premie¬al teplo na prácu a nefungoval ako
chladni£ka? Pre£o?

c. Na ktorých úsekoch kruhového deja plyn pri-
jíma teplo? Pre£o?

d. Na ktorých úsekoch plyn koná prácu? Pre£o?

e. Pre kaºdý úsek vypo£ítajte pre plyn dodané
teplo, vykonanú prácu a zmenu entropie me-
dzi za£iato£ným a koncovým bodom.

f. Aká je ú£innos´ tohto stroja?

Úsek AB je adiabata.
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■
Úsek AB je izoterma, AC adiabata.

Príklad 4 (Maxwellovia Boltzmanovia). Majme
plyn N neinteragujúcich £astíc, ktoré sa nachá-
dzajú v jednom rozmere a v potenciáli ako na ob-
rázku. Plyn je pri teplote T .

a. Napí²te hustotu pravdepodobnosti nájs´ £as-
ticu s rýchlos´ou v v mieste x. Ako vyzerá
rozdelenie iba pre premennú x?

b. Kde sa £astice v priemere nachádzajú a aká
je ich celková disperzia okolo tejto hodnoty?

c. Aká £as´ £astíc sa nachádza v uvedených in-
tervaloch? ?

d. Ako vyzerá limita T→ 0 a T → ∞ predchá-
dzajúcich výsledkov?

(−2a,−a) ∪ (a, 2a)

(−a, a)

■
(0, a)

Príklad 5. Majme nádobu s objemom 3V rozde-
lenú pohyblivou a tepelne vodivou prepáºkou na
dve £asti s objemami V1 = 2V a V2 = V , ktoré
sú vyplnené jednoatómovým ideálnym plynom. Na
za£iatku je v prvej tlak p1 = 3p a v druhej tlak
p2 = p a v oboch £astiach je na za£iatku rovnaká
teplota T . Nádoba je od okolia tepelne izolovaná.

a. Aké látkové mnoºstvá plynu sú na za£iatku
v oboch £astiach?

b. Aký bude v nádobe tlak po dosiahnutí rov-
nováhy?

c. Ko©ko tepla prete£ie cez prepáºku?

d. Aká je celková zmena entropie systému?

Príklad 6. Majme ²tyri rozlí²ite©né £astice, ktoré
majú energetické hladiny 0, ∆ a 2∆. Dve z nich
sú v²ak divné a základnú hladinu majú dvakrát
degenerovanú.

a. Ak vieme, ºe systém má energiu 4∆, aká je
jeho entropia?

b. Aký je stredný po£et £astíc v základom
stave?

c. Majme ten istý systém, ale v kontakte s re-
zervoárom s teplotou T . Aký je stredný po-
£et £astíc v základom stave teraz?
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Príklad 7. ■ Majme N £astíc, ktoré sú nezávislé,
rozlí²ite©né a ich stavy sú dané kvantovým £íslom
k s moºnými hodnotami 0, 1, 2, 3, pri£om pre ener-
gie stavov platí

E0 < E1 ≪ E2 = E3 .

a. Aká bude stredná hodnota energie tohto sys-
tému pri teplotách T1 = 0, E1 ≪ T2 ≪ E2 a
T3 ≫ E2? Nájdite odpove¤ bez toho, aby ste
po£ítali ²tatistickú sumu, ale dobre ju zdô-
vodnite.

b. Ako vyzerá stredná hodnota kvantového
£ísla k ako funkcia teploty? Opä´ bez ve©kých
výpo£tov, sta£í na£rtnú´ základné vlastnosti
tejto funkcie, s patri£nou argumentáciou.

c. Napí²te ²tatistickú sumu pre tento systém
a nájdite presný výraz pre strednú hodnotu
energie a strednú hodnotu k.

Príklad 8. Majme systém, ktorý má nedegene-
rovanú základnú energetickú hladinu s energiou 0,
dvakrát degenerovanú hladinu s energiou ∆ a tri-
krát degenerovanú energetickú hladinu s energiou
2∆.

a. Majme v tomto systéme N klasických, rozlí-
²ite©ných £astíc pri teplote T . Aká je

� stredná energia tohto systému a

� stredná obsadenos´ základnej hladiny?

b. Majme potom tento systém pri teplote T a v
kontakte s rezervoárom £astíc s chemickým
potenciálom µ. Aká je teraz

� stredná energia systému a

� stredná obsadenos´ základnej hladiny?1

Príklad 9. Majme systém, ktorý ma nedegenero-
vaný základný stav s energiou 0, dva krát degene-
rovaný stav s energiou ∆ a nedegenerovaný stav s
energiou 2∆. Nech je v ¬om plyn N rozlí²ite©ných
neiteragujúcich klasických £astíc pri teplote T .

a. Aká je ²tatistická suma plynu?

b. Aká je stredná energia pripadajúca na jednu
£asticu a aká je stredná obsadenos´ energe-
tických hladín.

V situácií N = 2 medzi £asticami teraz zavedieme
interakciu nasledovne. Ak sa £astice nachádzajú v
tom istom jedno£asticovom stave, energia mikro-
stavu sa zníºi o ε.

c. Aká je ²tatistická suma dvoch £astíc v tomto
prípade?

d. Aká je ich celková stredná energia?

Príklad 10. Majme ²achovnicu 4×4 s £iernymi a
bielymi polí£kami ako na obrázku. Na ²achovnici
sa nachádzajú dvaja biely a dvaja £ierny pe²iaci.
Na kaºdom polí£ku sa môºe nachádza´ iba jedna
�gúrka a kaºdý pe²iak sa môºe nachádza´ iba na
polí£kach svojej farby. Energia pe²iaka, ktorý sa
nachádza na jednom z vnútorných ²tyroch polí£ok
je o ∆ men²ia ako na okrajových polí£kach. �a-
chovnica má teplotu T .

a. Aká je ²tatistická suma tohto systému, ak sú
pe²iaci tej istej farby

� rozlí²ite©ní,

� nerozlí²ite©ní?

Ako vyzerajú jednotlivé mikrostavy? Nemu-
síte ich detailne vypisova´, sta£í na£rtnú´
principálne rôzne moºnosti, ich po£et a ener-
giu.

b. Aký je stredný po£et pe²iakov akejko©vek
farby v rohoch ²achovnice?

c. Vymyslite nejaké pravidlo pre obsadzovanie
polí£ok, ktoré okrem odpudzovania okrajmi
²achovnice popisuje prí´aºlivú interakciu me-
dzi pe²iakmi tej istej farby. Vypo£ítajte ²ta-
tistickú sumu v takomto prípade?

1Táto £as´ je ve©mi ´aºká.
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Príklad 11 (�tatistika 1). Majme tri £astice, z
ktorých sa kaºdá môºe nachádza´ v stavoch s ener-
giami −E, 0, E, stav s energiou 0 je dvakrát dege-
nerovaný a ostatné pri£om stavy sú bez degene-
rácie. Schematicky vypí²te v²etky povolené mik-
rostavy tohto systému a napí²te pre¬ ²tatistickú
sumu v prípade, ºe £astice sp¨¬ajú

a. klasickú ²tatistiku a sú rozlí²ite©né,

b. Fermi-Dirackovu ²tatistiku,

c. Bose-Einsteinovu ²tatistiku,

d. modi�kovanú ²tatistiku, v ktorej je maxi-
málne obsadzovacie £íslo jedno£asticového
stavu 1, ale £astice sú rozlí²ite©né.

Príklad 12 (■ �tatistika 2). Majme dve £astice, z
ktorých sa kaºdá môºe nachádza´ v stavoch s ener-
giami 0, E, 2E, 3E, 4E a stavy sú bez degenerácie.
Schematicky vypí²te v²etky povolené mikrostavy
tohto systému a napí²te pre¬ ²tatistickú sumu v
prípade, ºe £astice sp¨¬ajú

a. klasickú ²tatistiku a sú rozlí²ite©né,

b. Fermi-Dirackovu ²tatistiku,

c. Bose-Einsteinovu ²tatistiku,

d. modi�kovanú ²tatistiku, v ktorej nemôºu by´
sú£asne obsadené jedno£asticové stavy s roz-
dielom energií E a men²ím.

Tieto dva príklady boli v písomkách ako bonu-
sové.

Príklad 13. Majme nasledujúci model dvojroz-
merného polyméru. Molekula je retiazka N pali-
£iek d¨ºky l. Kaºdá pali£ka má povolené ²tyri rôzne
orientácie, ako na obrázku. Orientácie v²etkých
pali£iek sú nezávislé, takºe sa môºu ©ubovo©ne pre-
krýva´ a pretína´. Molekula je v rovnováhe s pro-
stredím s teplotou T .

a. Ukáºte, ºe stredná vzdialenos´ koncov mole-
kuly je

〈
L⃗ · L⃗

〉
= Nl2.

Uvaºujme ¤alej silu f , ktorá na´ahuje molekulu v
x-ovom smere. To znamená, ºe energia kaºdej pa-
li£ky je −fl ak je orientovaná v smere sily, +fl
ak je orientovaná proti tomuto smeru a 0 ak je
orientovaná kolmo na silu.

b. Aká je stredná vzdialenos´ koncov molekuly
v x-ovom smere v tomto prípade?

c. Ukáºte, ºe sa molekula v reºime slabej sily
fl ≪ kT správa ako pruºina. Nájdite jej tu-
hos´.

d. Molekulu izotermicky natiahneme na 1.05
násobok jej pokojovej d¨ºky. O ko©ko sa
zvä£²í jej vo©ná energia?

Príklad 14. Majme Carnotov stroj s ohrieva£om
po£iato£nej teploty T+ a chladi£om po£iato£nej
teploty T−. Av²ak oba tieto objekty sú kone£né a
majú tepelnú kapacitu C, £o znamená ºe pri behu
stroja sa ich teploty budú pribliºova´, aº kým sa
nevyrovnajú. Aká bude

� výsledná teplota oboch telies,

� práca, ktorú po£as svojej ºivotnosti stroj vy-
koná,

� jeho ú£innos´?

4


