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Bayesov vzorec

m(M;) P(D|M;)
> m(M;) P(D|M;)

P(M;|D) =

kde M; oznacuje rozne modely (moznosti), D ozna-
¢uje pozorované/nové data, m(M;) oznacuje nasu
apriornu pravdepodobnost pre dany model (ako
velmi si myslime, Ze realita popisovanid mode-
lom M;), P(D|M;) oznacuje pravdepodobnost, Ze
data D su dosledkom modelu M; a P(M;|D) je
nové (posteriorne) rozdelenie pravdepodobnosti na
moznych modeloch, ktoré berie do tvahy nové
data. Schematicky teda!

m(M;) 25 P(M;|D) .

Tu je kI'aovy pohlad na pravdepodobnost ako
na modelovanie nevedomosti. My nevieme, aky
model M; je v skoto¢nosti realizovany a ttito neve-
domost modelujeme rozdelenim pravdepodobnosti
. Ziskame o svete nové informacie D a rozmys-
lame, ako tieto informacie menia nagu predstavu
o realite.

Priklad 1 (B Frekvencionistickd minca). Méame
mincu, o ktorej si nie sme isty, Ze je férova. Uro-
bime teda experiment, mincu n krat hodime a do-
staneme n; krat znak.

a. Za akych podmienok o minci vyhlasime, Ze
férova nie je?

b. Po koTkych hodoch odhalime tiplne neférova
mincu s p =17

Priklad 2 (MW Bayesovskd minca). Méme mincu,
o ktorej si nie sme isty, ze je férovid a na overe-
nie tohto faktu urobime rovnaky experiment ako v
predchadzajicej ulohe. Av8ak vyhodnocujeme ho
Bayesovsky. To znamend, Ze na zaciatok uvazu-
jeme, Ze o minci neméme Zziadnu informaciu.

!Toto je moje oblibené vyjadrenie Bayesovho vzorca.

a. Co mozme na zdklade experimentu o minci
usudit?

b. Aka bude ocakavand neférovost mince (p)?
(pre férovt mincu p = 1/2)

¢. Ako bude vyzerat §tudovanie tplne neférovej
mince?

Priklad 3 (Kruto aktualny priklad). Nech je §pe-
cificita Ag testu 0.99, tj. zdravy ¢lovek dostane s
pravdepodobnostou 99% negativny vysledok a s
pravdepodobnostou 1% pozitivny vysledok. f)alej
nech je senzitivita Ag testu 0.4, tj. chory clovek
dostane s pravdepodobnostou 40% pozitivny vy-
sledok a s pravdepodobnostou 60% negativny vy-
sledok.

Najskor sa zmyslite nad tym, aké st rozumné
rozdelenia apriérnej pravdepodobnosti pre stav
Cloveka, ktory ma priznaky a ktory nema priznaky.

Majme teraz ¢loveka, ktory ide na dva Ag testy
za sebou, ktorych vysledky st

e negativny, negativny,
e negativny, pozitivny,
e pozitivny, negativny,
e pozitivny, pozitivny.

Co viete povedat o stave Cloveka, ktory bol po-
vodne bez priznakov / s priznakmi, po tychto vy-
sledkoch?

Priklad 4 (FC Benugovce). Futbalovy tim [FC
Beniugovce| veera hral vitazny zapas. Ak vieme,
ze futbalisti tohto timu hraju 60% zapasov vecer
a no¢nych zapasov vyhraju 55%, ale dennych iba
35%, s aku pravdepodobnostou bol véerajsi zapas
veler?



Priklad 5 (Extrémne neinovativna tuloha na pre-
cvicenie). Majme dve vrecia s bielymi a Ciernymi
gulickami, oznacené X a Y. Vrece X obsahuje px =
20% bielych guliciek a vrece Y obsahuje py = 40%
bielych guli¢iek. Z ndhodného vreca vytiahneme 9
guli¢iek, z toho 3 biele. S akou pravdepodobnostou
to bolo vrece X7

Priklad 6 (M Spresnenie merania). Meranie istej
veli¢iny ukézalo hodnotu 10 so Standardnou od-
chylkou 7 (Gaussovské rozlozenie). Chceme tato
hodnotu spresnit a preto zoberieme meraci pri-
stroj, na ktorom sa docitame, ze pren ¢ = 4 a
urobime dve nové merania. Dostaneme vysledky
4 a 6. Co vieme o hodnote tejto veli¢iny povedat
teraz?

Priklad 7 (Ups). Meranie hmotnosti ¢astice uka-
zalo, ze jej hmotnost by mala byt (—0.3 £ 1)eV.
To ale tak nemoze byt, nakolko hmotnost je ur-
Cite kladné. Aka je oCakdvana hmotnost Castice po
uvazeni tohto faktu?

Metropolisov algortimus

Priklad 8 (Markov chain pre dvojhladinovy sys-
tém). Majme ndhodni premenni x, ktord ma dve
hodnoty 0 a 1, pricom p(0) =p p(1) =1 — p. Zo-
strojme nasledujucu postupnost hodnot ndhodnej
premennej {z;},i = 1,..., N. Za¢nime s nejakou
hodnotou g, na zaklade algoritmu ktory bude §pe-
cifikovany neskor zvolme testovaciu hodnotu x; a
urobme pomer

_ p(l't)
p(xo)

(1)

Potom vyberieme ndhdoné ¢islo g z intervalu (0, 1)
a ak a > ¢, za 1 zvolime x;, ak a < q za x1 zvo-
lime z¢. Rovnaky postup opakujeme postupne pre
dalgie z;.

Vygenerujte takto niekolko postupnosti pre
rozne N a presvedéte sa, 7e Y x; = Np.

Potom vygenerujte zoberte z postupnosti iba
poslednt hodnotu xxn a cely postup zopakujte M
krat. Takto dostanete sadu M cisel ; a overte, Ze
opat plati ) xz; = Np.

Ako testovaciu hodnotu x; pre vytvorenie x; 11
je v tomto pripade prirodzené zobrat opa¢ni hod-
notu ako je x;.

Priklad 9 (Metropolisov algoritmus ako genera-
tor ndhodnych ¢isel). Majme ndhodnu premennt
x, ktoréd je rozdelend podla rozdelenia pravdepo-
dobnosti p(x). Zostrojme nasledujicu postupnost
hodnét nahodnej premennej {z;},i = 1,...,N.
Za¢nime s nejakou hodnotou xg, na zaklade al-
goritmu ktory bude Specifikovany neskor zvolme
testovaciu hodnotu x; a urobme pomer

_ px)
p(xo) '

Potom vyberieme nahdoné ¢islo ¢ z intervalu (0, 1)
a ak a > ¢, za 1 zvolime x;, ak a < ¢ za x1 zvo-
lime xg. Rovnak postup opakujeme postupne pre
dalsie x;. D4 sa ukazat, Ze rozdelenie takomto sa-
bore hodnét {z;} konverguje k p(z), t.j. ze vy-
brat ndhodne z tohto suboru je to isté ako vybrat
nahodne zo vsetkych moznych x podl'a rozdelenia
pravdepodobnosti p(z).

(2)

a. Rozmyslite si, Ze pre generovanie postup-
nosti nepotrebujeme poznat normalizaciu
p(x). Preco je to dolezité?

b. Rozmyslite si, ze pre x stav v kanonickom
stbore a p(z) prisludné rozdelenie pravdepo-
dobnosti takto dostaneme algoritmus z pred-
nasky.

¢. Za nahodnt premennt zvolme celé ¢isla Z
a xg = 0. Za algoritmus generovania xy
zoberme néhodny krok velkosti 1 vpravo
alebo vlavo. Takyto algoritmus vygeneruje
pre p(z) = e=e’/2 postupnost celych ¢i-
sel rozdelenych podla Gaussovho rozdelenia.
Overte to poéitacovym programom. Skiste,
ako vas vysledok zavisi od volby N a ako to
vyzerd, ked budete Cisla z volit na ¢iselnej
osi hustejsie.

d. Naprogramujte aj dvojrozmerny pripad, pre
x1, 12 € R?. Algoritmus generovania testo-
vacieho bodu skiiste ako

e krok nahodnym smerom velkosti 1,

e krok velkosti 1 ndhodne doprava alebo
dolava a potom krok velkosti 1 néa-
hodne hore alebo dole.

Porovnajte vysledky, funguju oba sposoby
generovania rovnako dobre?



e. Vyskusajte rozne iné rozdelenia p(x), napri-
klad aj také, kedy neviete najst generator
metdédou inverzna k primitivnej. Kedy fun-
guje Metropolis lepg&ie, ako tato metdda?

Treba upozornit, Ze tato implementéacia je trochu
naivna a program moéze mat niekolko problémov,
ktoré potom treba riesit sofistikovanejsim postu-
pom.

Priklad 10 (Metropolisov algoritmus ako gene-

rator ndhodnych ¢isel 2). Iny postup, spominany
v nasledujicom priklade, je o ¢osi iny ako vySsie
prezentovany. Tam sa zoberie ako hodnota nahod-
nej premennej poslednd vygenerovand premennd
xzn a dalgia hodnota sa potom generuje novou po-
stupnostou. Zvolte Ny, Ny a upravte va§ program
tak, aby No-krat vygeneroval postupnost Ni né-
hodnych ¢&isel a za vysledny sibor zoberal iba po-
sledné vygenerované premenné. Porovnajte z vy-
sledkom z predchadzajucej ulohy pre N = Ns.



