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Kaºdá z úloh je za rovnaký po£et bodov. Do hodnotenia písomky sa vám rátajú príklady 1-4.
Bonusové príklady potom dávajú moºnos´ získa´ body nad zvy£ajný rámec.

Príklad 1. Vyrie²te nasledujúcu rovnicu

u3x − uy = u , u(x, 0) = x .

Príklad 2. Nájdite rie²enie nehomogénnej rovnice na intervale (0, L)

ut − a2uxx = −bu

s po£iato£nou podmienkou

u(x, 0) = sin
(πx

2L

)
a okrajovou podmienkou

u(0, t) = 0 , ux(L, t) = 0 .

Príklad 3. Nájdite ohrani£ené rie²enie Laplaceovej rovnice ∆u = 0 v polguli

Ω = {x = (x1, x2, x3)|x21 + x22 + x23 < R2, x3 > 0} ⊂ R3

s okrajovou podmienkou
u(x1, x2, 0) = 0 , u(x)|x|=R,x3>0 = 1 .

Návod. Výsledok sta£í uvies´ v tvare integrálu alebo nekone£nej sumy, v ktorých uº boli urobené
v²etky netriviálne úpravy.

Príklad 4. V priestore D′(R) nájdite nasledujúce limity

lim
ε→0

x

x2 + ε2
, lim

t→∞
eitx PV

1

x
.

Môºe sa zís´, ºe ∫ ∞
0

dx
sinx

x
=
π

2
.



Príklad 5 (Bonus.). Majme funkciu u ∈ C2(Ω̄) na ohrani£enej oblasti Ω ⊂ Rn, ktorá sp¨¬a −∆u ≤ 0
v celej oblasti. Dokáºte, ºe

u(x) ≤ 1

volB(x, r)

∫
B(x,r)

dy u(y) ∀B(x, r) ⊂ Ω .

Príklad 6 (Bonus.). Majme priestor medzi dvomi sférami s polomermi a, b pri£om b > a. Tento
priestor nech má jednotkový koe�cient vedenia tepla, povrch vnútornej sféry nech je izolovaný a na
povrchu vonkaj²ej sféry nech dochádza k výmene tepla s prostredím s teplotou T0. Na za£iatku je
rozdelenie teploty v na²om priestore dané funkciou

T (r, θ, φ) = T0 cos(2θ) .

a. Nájdite rovnováºne rozdelenie teploty.

b. Nájdite £asový priebeh teploty zo zadaného po£iato£ného rozdelenia.

Prvé Legendrove polynómy, normalizácia a ¤al²ie vlastnosti

P0(x) = 1 , P1(x) = x , P2(x) =
1

2

(
3x2 − 1

)
,

∫ 1

−1
dxPk(x)Pl(x) =

2

2k + 1
δkl ,

∫ 1

−1
dxPl(x) = nejaké £íslo závislé od l , Pl(−x) = (−1)lPl(x) .


