Maticové modely v teoretickej fyzike
Domaéaca tloha 1 - prednasky 1 az 4

Akeékol'vek otazky smelo smerujte na
juraj(a)tekel(b)gmail(c)com

Priklad 1 (Statistika vlastnych hodnét). Majme takéto tri rozne subory ndhodnych Stvorcovych
N x N matic

a. symetrickd matica, ktorej vstupy st rovnomerne ndhodne 1 a —1,
b. symetrickd matica, ktorej vstupy st rovnomerne nidhodne 2 a —2,

c. symetrickd matica, ktorej vstupy st rozdelené podla normaéalneho rozdelenia
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d. hermitovska matica, ktorej diagonalne vstupy su rozdelené podla N(0,1) a realna a imaginarna
¢ast mimodiagonélnych vstupov podla N(0,1/2).

Postupne pre zvacsujice sa hodnoty N pre vSetky tri sabory
e vygenerujte vacsi pocet matic zo stboru,
e najdite ich vlastné hodnoty,
e vykreslite histogram tychto vlastnych hodnot,

e sledujte, ¢o sa s tymto histogramom deje pri zvicSovani N.

Priklad 2 (Diagramy). Pre model jednej hermitovskej ndhodnej N x N matice s rozdelenim pravde-
podobnosti
P(M) ~ e~ 2T (M%)

explicitne vypoéitajte stredntt hodnotu
(Tr (M%) .

Priklad 3 (Polkruhové rozdelenie pravdepodobnosti). Ukéazte, ze pre polkruhové rozdelenie pravde-

podobnosti
2
p(x) V R? — x2
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momenty <:L‘2"> dané n-tym Catalanovym ¢islom

= (3) = (3) ()

Tiez ukizte, Ze z rekurentného vztahu pre Catalanove éisla

Cht1 = Z CiCn—;
i=0

dostaneme pre generujucu fuknciu ¢(t) = > m,t" kvadraticka rovnicu z prednasky.



Priklad 4 (Rezolventa a generujica funkcia.). Pre Tubovolné rozdelenie pravdepodobnosti p(z) za-

vedme funkciu -
x
w(z) = / dz pla) .
o R X
Tato funkciu volame rezolventa. Rozmyslite si, Ze jej vyznam je v tom, Ze koeficienty jej rozvoja v
mocninach 1/z st momenty rozdelenia p, tj. ze plati
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w(z) =D Mk

k=0

kde my nejak savisi s k£ tym momentom <xk>
Ak zadefinujeme priamo generujicu funkciu
o
B(t) = <:1:k> tk
k=

0
rozmyslite si, ze plati

1
w(z) = ;(b(l/z) :
Priklad 5 (Sedlovy bod). Majme funkcie v tvare
An(x) = Cye V@

pre nejaka funkciu f(x). Rozmyslite si, Ze tato postupnost konverguje k d-funckii v minime funkcie
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lim dz Ay (z)p(x) = ¢(z0) ,
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kde f'(zp) = 0. Najdite normaliza¢né konstanty Cy aby to platilo. Co ak je tato podmienka splnend
pre viacero bodov?

Priklad 6 (Diskontinuita odmocniny). Funkcia f(x) = \/z je ako funcia realne premennej dobre de-
finovana pre > 0. Pre komplexny argument z = e je jej hodnota

£(z) = VR,
¢o dava pre z bliziace sa k zapornej realnej osi dva rozne vysledky r 4+ 14 podla toho, z ktorého smeru

prichadzame.
Na zaklade toho si rozmyslite, Ze funkcia

o) = V() ~ bV~ )z~ )

bude spldat rovnicu
w(A +ie) + w(A —ie) = V'(N)
pre vhodne zvolené a, b, h(z).
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Priklad 7 (Kvarticky model). Majme kvarticky model jednej hermitovskej matice, tj.

P(M) ~ eV [anTr(M?) gy Tr(0*)]

9

¢o je situacia s V(x) = ra?/2 + ga*. Najdite a, b, h(z) vo vyraze
1
w(z) =35V'(z) = h(z) V(2 = a)(z = b) ,

pre ktoré tato funkcia splia podmienky

WO+ ie) + wh —ig) = V/(A) , w(2) ~smse %

Z rozvoja funkcie w(z) v mocninach 1/z néajdite prvé dva momenty prislugnej hustoty vlastnych hodnot.
Zo vztahu

() = f% W\ + i) — w(A — ie)]

najdite hustotu vlastnych hodnét. Za akych podmienok je tato hustota dobre definovani v pripade
r < 0 a v pripade g < 0.



