Maticové modely v teoretickej fyzike
Domaca tloha 2

Akeékolvek otazky smelo smerujte na
juraj(a)tekel(b)gmail(c)com

Priklad 1 (Diagramy reloaded). Pre model jednej hermitovskej ndhodnej N x N matice s rozdelenim
pravdepodobnosti
P(M) ~ e~ NaTr(3?)

explicitne vypoéitajte stredntt hodnotu
(Tr (M*) Tx (M*)) .

Specialne explicitne ukazte, ze kontrakcia medzi dvoma stopami vedie na diagram, ktory je niZSieho
radu v N.

Tiez explicine ukézte, Ze suvislé diagramy plati podobné tvrdenie ako pre predtym: faktor N, s
ktorym sa Skialuje prispevok diagramu, uvisi s topologiou plochy, na ktort sa da zakreslit bez samop-
riesekov.

Priklad 2 (Jakobian = Vandermondov determinant). Maticu M zapiSeme v tvare M = UAUT a
pocitame dM;;. Rozmyslime si, Ze kvoli invariatnosti miery moéZeme vSetko pocitat okolo U =W a
dokazeme

i<j i i<j

Navod. Moze sa zist, 7e UUT = ¢ a rozmyslief si, ¢o da tento vzfah pre dU;j a dUiTj.

Priklad 3 (Rezolventa a generujica funkcia.). Pre Tubovolné rozdelenie pravdepodobnosti p(z) za-
vedme funkciu -
w(z) :/ dx p@) .
I

Tato funkciu voldme rezolventa. Rozmyslite si, Ze jej vyznam je v tom, Ze koeficienty jej rozvoja v
mocnindch 1/z st momenty rozdelenia p, tj. ze plati

oo
1
w(2) = Y
k=0

kde my nejak savisi s k tym momentom <:c’“>
Ak zadefinujeme priamo generujicu funkciu

o(t) = i <x’“> tk
k=0

rozmyslite si, Ze plati

w() = 26(1/7)




Priklad 4 (Sedlovy bod). Majme funkcie v tvare
AN(x) = CNG_NQf(x)

pre nejaka funkciu f(z). Rozmyslite si, ze tato postupnost konverguje k d-funckii v minime funkcie

f(@), tj.

o0

lim dx An(x)p(z) = d(x0) ,

N—oo J_

kde f'(zp) = 0. Najdite normaliza¢né konstanty Cy aby to platilo. Co ak je tato podmienka splnend
pre viacero bodov?

Priklad 5 (Diskontinuita odmocniny). Funkcia f(x) = \/z je ako funcia realne premennej dobre de-
finovana pre z > 0. Pre komplexny argument z = re? je jej hodnota

f(2) = Vrel?,

¢o dava pre z bliziace sa k zapornej redlnej osi dva rozne vysledky +iy/r podla toho, z ktorého smeru
prichadzame.
Na zaklade toho si rozmyslite, Ze funkcia

wl(2) = 5V'(2) = hEV = )z~ )

bude spldat rovnicu
WA +ig) + w(A —ie) = V'(N)

pre vhodne zvolené a,b, h(z).
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Priklad 6 (Kvarticky model). Majme kvarticky model jednej hermitovskej matice, tj.
P(M) ~ e—N2[%%rTr(]MZ)-‘rg%Tr(M‘l)]
¢o je situacia s V(z) = rz?/2 4 gz*. Najdite a, b, h(z) vo vyraze

w(2) = 5V'(2) ~ h(V G~z D)

pre ktoré tato funkcia splia podmienky
1
wA+ig) + wA —ie) = V() , w(z) ~2m00 —
z
Z rozvoja funkcie w(z) v mocninach 1/z néajdite prvé dva momenty prislugnej hustoty vlastnych hodnot.
Zo vztahu

() = —% W\ +ig) — w(A — ie)]

najdite hustotu vlastnych hodndt. Za akych podmienck je tato hustota dobre definovani v pripade
r <0 a v pripade g < 0.



