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Poznamky k prednaske o tom, co to vlasnte ten Taylorov polynom je, ako sa veci rozvijaju do
radov a ako sa to cele da pouzit vo fyzike.
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1 Uvod

Prednéska mé za ciel obozndmit stredoskoldkov pre nich vhodny spdsobom s ideou a znaénymi
moznostami rozvoja funkcii do Taylorovho radu. V tvode sa ukdze matematické pozadie rozvoja
funkcii do Taylorovho radu a st naznacené matematické aplikdcie. Zvysok prednéasky je venovany
fyzikdlnemu vyuzitiu. Ukéze sa, ako sa nardba s rozvojom, ako sa zist{, kolko ¢lenov je potrebné brat
do tivahy a preriesi sa niekolko prikladov. Je dobré, aby ziaci vedeli asporii trochu derivovat a potesi!
ak majui aspon matnud predstavu o tom, ¢o to je integral.

Uvedené by mohlo byt ndpliiou série dvoch prednasok. Prvej matematickej a druhej fyzikalne;j.

2 Matematicka cast

Na tivod trochu matematiky. Neberte to ako nutné zlo a uréite to nepreskakujte. Je to velmi dobry
zéklad pre dalsie pochopenie pouzitia Taylorovho rozvoja. Majme nejakd, Iubovolnt ale fixovand
funkciu f(z). Zoberme teraz nejaky lubovolny bod zg.Funkcia f tu ma hodnotu f(zp). Oznaéme
konstantni funkciu f = f(z¢) ako fy. Funkcie f a fy si v bode z( tplne totozné. Ak sa velmi mélo
vzdialime od bodu xg, povedzme do bodu x, rozdiel funkcii f a fy bude nenulovy. Délezité je vsak
ze bude uz pre malé z velky v porovnani s rozdielom (x — xg). Preto potrebujeme vyrobit lepsiu
aproximéciu funkcie f.

To moézeme urobit tak, Ze funkciu f nahradime nie jej funkénou hodnotou v bode zg, ale jej
dotycnicou v bode zg. T4 ma rovnicu

hie—0) = 1a0) + P (0 — )

Najmé pri rieseni neskorsich tdloh



Podla definicie diferencilu diferenciovatelnej funkcie? je to pre malé z — zg, teda pre malé odchylky,
dplne presné. Pre vicsie? odchylky uz nas vzorec platit nebude. Opét ho treba zlepsit. Takto
prichddzame k idei, ze funkcia f sa bude dat vyjadrit ako

flx—xzo) =ap+ar(x —x0) + ... +an(z—20)" + ... (1)

Pre niektoré funkcie je tento rad presnym vyjadrenim funkénej hodnoty v bode z pre lubovolné z, pre
niektoré iba pre x z istého intervalu okolo bodu x.

In4, fyzikalnejsia motivacia pre vztah (1) je takdto tivaha. Polohu stojaceho bodu v ¢ase opisuje
jeho stradnica xg. Ak sa bod hybe rychlostou v, jeho poloha bude z(t) = zg + vt, ak sa pohybe so
zrychlenim a bude jeho poloha v ¢ase t x(t) = z¢ + vt + %atQ. Teoreticky sa moze teleso pohybovat s
rovnomerne zrychlenym, ktoré budeme charakterizovat koeficientom o Podobnymi tvahami®, ktoré
nas doviedli ku vztahu pre rovnomerne zrychleny pohyb dostaneme vztah pre polohu telesa v case t

1 1
x(t) = xo + vt + §at2 + gat3

Ani jedno ani druhé nemd byt dékazom toho, Ze sa funkcia f d4 do takéhoto radu rozlozit. Pre
niektoré funkcie, ktorych nie je malo to skutocne nepéjde. Avsak vo fyzike a v Zivote sa stretdavame
zvacsa s funkciami, ktoré majui pozadované vlastnosti.

Vyjadrime teraz koeficienty a, vo vztahu (1). Funkciu najskor n-krat zderivujme

d, (n +i)! A
— — =nl 2 L (r— g
dxnf(x xo) = nlay + ... + : (x — o)

Ak teraz do tohto vztahu dosadime za x hodnotu xy dostaneme vztah pre a,

o — L[4
"l | dan e=z0

Rozvoj (1) bude mat potom tvar

[e.9]

fa—e =30 | G] e )

Dolezitost toho postupu bola naznacend uz v ivode. Casto je dolezité, ze pre rozumni vzdialenost
x — xo nemusime séitat véetky ¢leny tohto rozvoja, ale Ze pri istej presnosti ndm staci zobrat iba
niekolko prvych ¢lenov. Podobné tdvahy a vzorce podobné vzorcu (2) sa daji dovodit aj pre funkcie
komplexnej premennej a pre viac rozmerné funkcie.

Na zaver si povedzme, ze uvedend matematickd formuldcia nie je Uplne presna. Taylorovym
polynémom nazyva matematika rozvoj

N1 [dnf
flz —x0) = ZE [w] ) (x — xo) + R(zg, N)
n=0 T=T0
kde R(xg,N) je zvyskovy ¢len a reprezentuje rozdiel medzi Taylorovym polynémom a funkciou.
Nésledne Taylorova veta hovori, ze pre rozumné funkcie je limy_,o R(z9, N) = 0. Je niekolko réznych

2T4 je definovand tak, Ze jej prirastok sa da vyjadrif ako f(x) — f(xo) = a(x — x0)-+nieco, ¢o ide k nule rychlejsie ako
2 — 20, 0 tom sa budeme viac bavit neskor, takze pre r ~ r¢ = x — x¢ = dz toto nie¢o bude nulové a dy = adx

3Co presne znamend vicsie zalezi od konkrétneho pripadu

4Zrychlenie v ¢ase t bude a = at, dvojnisobnou integriciou dostaneme uvedeny vztah



tvarov, v ktorych sa zvyskovy ¢len d4 vyjadrit. My si spometime iba tvar R(zg, N) = 6 ((:c — xo)N).

To hovori, ze zvyskovy ¢len ide pri x bliziacom sa k xy do nuly rychlejsie ako (z — xo)N . Toto je
ideou zanedbavania vo fyzike®. Nakolko pre = &~ z je zvyskovy ¢len prakticky nulovy, na rozdiel od
ostatnych ¢lenov.

Niektoré z matematickych aplikdcii Taylorovho rozvoja.

Vypoéet siim. Sumy sa lahko pomocou Taylorovho rozvoja riesia derivovanim alebo integrovanim
¢len po ¢lene. Majme sumu ) a,. Ak ndjdeme funkciu, pre ktoru plati f (z) = > a,x™, vyhrali
sme. Sta¢i dosadit za = vhodné &islo aj to. To vSak ¢asto nejde. Mozno sa ndm vsak podari néjst
funkciu g (x) = > a,nz™ !, pripadne nejaki intd funkciu v podobnom tvare. Potom len funkciu g (z)

zderivujeme® a ndjdeme patri¢ni funként hodnotu.

Vypoéet limit. Tu sa vyuziva zapis Tayloroho polynému v tvare

f(x) =Y ai(z —w0)' +0((x —20)")

i=0
Vhodnym podielom sa tom pride k limite.

sinz
I

Priklad 1. Vypocitajte limitu lim,_,
Riesenie. Funkciu sin z si rozvinieme do radu okolo bodu 0 a poc¢itame

lim ST lim L{)(a:):1+ lim @
T—00 I T—00 x r—0o0 I

=1

x

Priklad 2. Vypocitajte limitu limg,_, o £

Q:T‘
Riesenie. Tu je problém, Ze by sme potrebovali rozvijat okolo nekone¢na. Funkciu e? si rozvinieme
do plného radu okolo bodu 0. Limita m& potom tvar

n n+1
T—o0o T—00 xn
= dm (1 b T
= lim P B proras ST

Vieme, ze takdto limita diverguje. Exponencidlna funkcia preto rastie do nekonecna rychlejsie, ako
lubovolnd mocnina.

Numerické vypocty funkénych hodnét a integralov. Casto sa stdva, ze nepotrebujeme
vediet presnii hodnotu nejakej veli¢iny. Zaujima nds len s uréitou presnostou. Potom rozvinieme to
¢o hladame a zoberieme len urcity pocet ¢lenov.

Priklad 3. Vypocitajte sin 3.

Riesenie. RieSenie Funkciu sin z rozvinieme do radu okolo hodnoty 7. Ten ma& tvar
. 1 3
81n(3377r):f(x777)+6(:c77r) —...

Zanedbame teraz vyssie ¢leny. Dostdvame ta hodnotu

1 ,
sin 8 = —0, 141592+60.1415925: 0,141112

®Podrobnejsie Givahy na tito tému néjdete o niekolko riadkov dalej.
5Pripadne s fiou spravme ind potrebntd operdciu.



RiesSenie diferencialnych rovnic. Tu si hladant funkciu napiSeme ako rad s neznamymi ko-
eficientmi Y a,z", zderivujeme ¢len po ¢lene, dosadime do rovnice a vyrieSime metédou neurcitych
koeficientov.

Priklad 4. Ndjdite riesenie rovnice y' (x) = by.

Riesenie. Riesenie tejto rovnice dobre pozname. Je to funkcia y = ceb®. Skisme ju vsak néjst. Podla

névodu si napisme hladani funkciu y ako rad Y 2 janz™. Jeho derivovanim ¢len po ¢lene ndjdeme
derivéciu y' = >°0°  apna™t =32 a4 (n+ 1) 2. Dosadenim do rovnice zistujeme, ze

o0 o0
ZanH (n+1)2" = bZanx”
n=0 n=0

o0

Z [an+1 (n+1) —bap]z™ = 0

n=0
Na zdklade toho dostdvame pre koeficienty rekurentny vztah
ap+1(n+1)—ba, = 0

b
a
n+1"

an+1 =

Pricom méme volnost vo vybere prvého élenu ag. Ten by sme uréili s poc¢iatoénej podmienky. Lahko
sa presvedcéime, ze

b”ao
n= |
n!
TakzZe rieSenie rovnice ma nakoniec tvar
[ee]
b"ag
y(x)= E "= aqpe®®
n!
n=0

Pred tym, ako sa pustime do fyzikdlnych aplikdcif, odporicam si preriesit niekolko matematickych
tloh spojenych s Taylorovim polynémom.

Priklad 5. Odvodte tijchto niekolko zdkladnych rozvojov

(1+@a=§;CDxmmeCD::;am—1ﬂa—m”4a—n+n

N o " 0 " x2n+1 o0 nx2n
et = Za;smx:Z(—l) 7(2n+1)!;cosa::2(—1) o)l
n=0 n=0 n=0
o xn
In(14+2z) = E (-1t
n
n=1

Priklad 6. Odvodte tzv. Eulerov vztah ¢ = cosx + isinz.

Priklad 7. Rozvite do radu nasledujice funkcie

1 1 1
- cos? z2;

) 1+
1tz (1+2)

l1—=z

sarccos(l — 22%);In(z 4+ V22 + 1);1n

(1—z—a2)%’



Priklad 8. Vypocitajte nasledujiice sumy

(e e o0

1 1
1 -4 _= 7_‘_7 —9. 1) =7
573 4+ ann ’Z”+ . 2n—1

Priklad 9. Ndjdite rozvoj funkcie arctan x a pomocou neho ndjdite vzorec pre vypocet ¢isla .

Priklad 10. Ndjdite riesenie diferencidlnych rovnic y" (x) = —y,y' (x) = yz.

3 Fyzikalna cast

A ¢o na to celé fyzika? No je z toho samozrejme velmi, velmi rada. Ako uréite viete, fyzici velmi
radi zanedbavaji. LepSie povedané, nachadzaji vhodnd aproximéciu skutoc¢nosti. Velmi dobrym
prikladom je zndme matematické kyvadlo. Iste viete, ze pre malé vychylky od rovnovéaznej polohy
koné kyvadlo harmonické kmity s periodouT" = 274/ % Rovnica, ktora popisuje pohyb matematického
kyvadla je
(Lo i
ml—; = —mgsin

Této rovnica nemé riesenie vyjadritelné pomocou klasickych funkeii. Jej riesenie je funkcia, ktors je
definovand ako riesenia takejto rovnice. Rozvinme si teraz sinus na pravej strane rovnice do Taylorovho

radu 2 5 .
¥ P P
mld—sﬂ:—mg (gp——l——...) (3)

Budeme teraz zmensovat ¢ a sledovat, ako sa budi menit velkosti jednotlivych élenov. Cleny s velkou
mocninou budd malé, pretoze v ich menovateli bude faktoridl velmi velkého ¢isla’. Vsetky Eleny sa
budi so zmengujicim sa ¢ zmenSovat, ale nie Véetky rovnako rychlo.

Sledujme napriklad ako sa bude menif élen <,0 a Y. Pre p = 1stiobel. Pre p = 1 bude @7 128
a = 512 Pre ¢ = 1—0 bude ¢’ 107 a ) = 109 Ich pomer bude ¢7/p? = 12. Pre malé ¢ bude

tento pomer velmi velky a teda ¢7 bude ovela vicsie ako ¢°.

Vseobecne, éleny s viésou mocninou budd malé, takmer nulové ovela skor ako ostatné. Preto ich
budeme moct pre malé ¢ zanedbat. Takto postupne pre ozaj malé ¢ bude stacit zobrat prvy ¢len.
Tym dostdvame znamu rovnicu

d%p
mldTD2 = —mgyp

w@zmm¢%

Co je dobre zndma rovnica matematického kyvadla pre malé vychylky. Ak by sme chceli spresnif
toto riesenie, zobrali by sme v rozvoji (3) dalsie ¢leny Riesenie takejto rovnice vsak nebude vobec
jednoduché, bude rovnako zlozité ako rieSenie tej povodnej.

Ktora ma rieSenie dobre zndme rieSenie

Taylorov rozvoj sa vo vyuziva vidy, ked je nieo velmi malé. Ako jeden priklad sme si uviedli
matematické kyvadlo. Pozrime sa teraz na elektricky dipdl. Ako mozno viete, je to dvojica nabojov

"Mbze si skusit ukdzat, ze limita lim,_ oo z"/n! = 0 pre lubovolné konecéné z.



q a —q vo vzajomnej vzdialenosti d. Tiez iste viete, ze bodovy ndboj vytvara v svojom okoli pole s
intenzitou meniacou sa podla vztahu

1 q
E(r)=— 2L
(r) dmeg 2
DOPLNIT

Planckov zakon ziarenia cierneho telesa sposobil obrovsku revoliciu vo fyzike. Ide vlastne o
zovieobecnenim dvoch inych zdkonov, ktoré mali obmedzent platnost. Konkrétne Wienov zdkon,
platiaci pre kratke vlnové dIZky a Rayleigh-Jeansov zékon, platiaci pre velké vlnové dfzky. Pozrime
sa na to blizsie.

Planckov zdkon ma tvar

8mhe 1
PN = =52 4
N =5 @
Upravme vztah na tvar
8rhe 1 1
N
A o -

eNkT

Rozvinme teraz posledny zlomok do radu

8the 1 1 1
fP()\):)\5hC<1+ e +2hc+"'>

eNkT eNkT eNkT

Pre malé vlnové dfiky je vyraz e 3T velmi velky a preto mozeme celi zétvorku az na jednotku zanedbat.
Tym dostdvame Wienov zakon.
Rozvifime druhy zlomok vo vztahu (4)do Taylorovho radu

&the 1

fr(N) = 5 2 =
AT 1 she p l(hey 1
&mhe 1

5 1 (_hc \2
N e+ ()
Pre velmi velké A mézeme v menovateli zanedbat vietky €leny okrem prvého a dostdvame presne
Rayleigh-Jeansov zakon.

4 Poruchova metoda

Povedzme si eSte o nieom, ¢o tiez stvisi s rozvojom do radov a mé vo fyzike velmi Siroké vyuzitie.
Ide o poruchovi metédu. O ¢o ide? Vysledky uloh vychadzaju ako funkcie viacerych parametrov.
Niekedy je niektory parameter "hlavny”, napriklad ¢as, vzdialenost od istého miesta, teplota. Inokedy
nie. Tak ¢ tak mézeme rozvit vysledni funkciu do radu podla lubovolného parametra, ktory sa moze
menit. Ale to je moc vSeobecné, podme sa pozriet na nejaky konkrétny pripad. Nasledujici text je
pisany trochu zlozitejsie, preto ak rozumiete, mézete pozndmky preskakovat, ak nie, kludne ich éitajte
aj dva krat, mali by vdm pomoct.

Tym moéze byt napriklad pohyb v odporovom prostredi. Pre jednoduchost uvazujme iba pohyb v
jednom rozmere. Napriklad volny pad. Vo vzduchu budi na padajice teleso posobit dve sily. Okrem
tiazovej aj odporova sila prostredia. Pohybova rovnica bude teda vyzerat®

81de o diferencidlnu rovnicu. Vieme, ze zrychlenie a je druhou deriviciou polohy podia ¢asu. Tak isto rychlost je prva
derivéacia polohy podla ¢asu.



ma = mdtfz—mg+)\v2:—mg+)\<cﬁz>
Er L (dr)]
2 7

Ide o nelinearnu rovnicu, ktord sa velmi tazko riesi. Vieme, ze bude mat riesenie v tvare x = x (t, )
9 Rozvinme si teda toto riesenie do radu podla mocnin ~. Tento rad bude mat tvar!'®

x (t,y) = xo (t) + oy () + 222 () + 323 (1) + ... (5)
Ak teraz zderivujeme takto vyjadrené z (¢,7),!! dostaneme

de  dxg dzq 5 dxo 3dx3
i @t a7 a T a e



T1ito rovnicu vieme opit jednoducho riesit a jej riegenie je xq (t) = 1—12g2t4 + c1t + co. Ak chceme, aby

sa teleso v ¢ase t = 0, nachddzalo vo vyske h a malo nulovi rychlost, dostdvame c¢; = co = 0. Takto
by sme mohli postupovat pre dalsie funkcie.

Opiit vsak dolezitost metédy nie je vo vyjadreni vietkych koeficientov a séitani vetkych élenov.
Prave naopak. V tom, Ze to nespravime. Co ked bude odpor vzduchu velmi maly. To tak aj ozaj je.
Pre malé rychlosti, ked je odporova sila nezanedbatelnd, ale mald. Pripadne pre tazké telesa. Vtedy
v rade (5) nemusime uvazovat vietky ¢leny, ale iba niekolko. Napriklad pre hrubé priblizenie iba prvé
dva. Potom

1 1
T (t) =20 (t) + 721 (8) = h = 59° + 579°t"

Vidime teda, Ze maly odpor trochu spomali pad telesa. Avsak pre velké ¢asy je nas vztah jasne zly,
pretoze by sa teleso zacalo pohybovat smerom nahor. V takom pripade musime zobrat do tvahy viac
¢lenov rozvoja.

T4to metéda je vo fyzike velmi rozsirend. Hovorf sa jej poruchové, pretoze oprava, ktord robime,
je vlastne malou poruchou k povodnému stavu bez nej. Pocet ¢lenov obsahujici koeficient poruchy
uréuje rad poruchovej metédy. V nasom pripade bol poruchou odpor vzduch a uskutocnili sme rozbor
poruchovou metédou do prvého radu.

Priklad 11. Vypocitajte opravu najnizsieho radu k periode matematickeho kyvadla. To tak, ze zoberi-
ete dalsi clen rozvoja funkcie sin(x) a budete ho povazovat za poruchu.

5 Rozne priklady

To bolo niekolko prikladov na pouzitie rozvoja vo fyzike. V nasledujtcich tlohéch sa op#f dspesne
pouzije rozvoj do Taylorovho radu.

Priklad 12. Rozvirite do radu vztah pre vyjpocet relativistickej kinetickej energie a urobte pribliZenie
v L cC.

Riesenie. Pre celkovii energiu telesa, pohybujticeho sa rychlostou v plati relativisticky vztah

me’= mo 02—|-EK

Cim dostavame pre relativisticki kineticki energiu

1
Fr= mCQ—m()CQ: m002 — -1
2
v

c2

Vyraz v zatvorke rozvinieme do Taylorovho radu

1v?2 304
Ex=moc® [1+ == +=-—+..—1
K=o < Toatgat )
Pre malé rychlosti zoberieme iba prvy ¢len rozvoja, ¢im dostaneme klasickd kinetickd energiu.

Priklad 13. Nddoba objemu Vy, v ktorej bol tak py a teplota Ty sa mierne adiabaticky roztiahla,
napriklad pohnutim piestu. To je teraz jedno. Ako sa zmend teplota a tlak vo vnitri nddoby?



Riesenie. Vieme, ze pri adiabatickom deji sa nemeni sucin pV*. Tak isto pre idedlny plyn plati

stavovd rovnica % = const. Nadoba sa mierne roztiahla, takze jej objem sa zmenil na V =V, + AV,

pricom AV je velmi malé v porovnani s Vj. S vztahu pre adiabaticky dej mozeme priamo pisat

pV"® = poVy°

p p< Yo >K D !
= ol =Po7——=%
Vo + AV AV
° (1+3¢)

Pouzijeme Taylorov rozvoj

AV 1 AV ?

Teraz mozeme urobit niekolko zanedbani. Moézeme si povedat, ze % je zanedbatelny a potom sa ni¢

2
nezmeni. To sme ale nechceli, lebo vieme, Ze predsa sa nieco menilo. Tak povieme, Ze az (%) je

zanedbatelny a zmena tlaku potom bude

AV
Ap = —pok——
p Do v
Zmenu teploty dostaneme zo stavovej rovnice
vV pVo
T T

%4
_ oV
Po Vo

Pouzitim rovnice adiabatického deja dostavame

pV"® = poVy°

P <V0>
Do Vv

‘/0 K 174 ‘/0 Kk—1 1
o (8 )
v/ Y v (1+5%)

A teda

Opit pouzijeme rozvoj do Taylorovho radu a dostdvame

2
T="Ty (1—(&—1)?/2/4-;(&—1)(&—2) <AV:)/> —)

Opat prichddzame k zdveru, Ze zmena teploty bude pri malych zmendch objemu

AV

AT =-Ty(k—1) =

o(k—1) 7

Priklad 14. Do U -trubice nalejeme kvapalinu hustoty p a objemu V. Po ustdleni obe ramend vo

vyske | nad hladinou kvapaliny uzavrieme. Vypocitajte periddu malych kmitov Dej povaZujte za a)
izotermicky, b) adiabaticky. Ktord situdcia sa viac priblizuje k skutocnosti?



Riesenie. Ulohu riesme najskor pre adiabaticky dej v trubici. Nechajme hladinu v jednom z ramien
trubice poklesntit o malé z. Tym sa objem v tomto ramene zvicsil o AV = x5. Podla predchadzajticej
ulohy bude tlak vzduchu v tejto ¢asti ramena po malej zmene

(A
P1= Po ,{Vo

Hladina v druhom ramene trubice vystipila o z'2. Objem druhého ramena sa potom zmensil o

AV = xS a tlak sa zmenil na hodnotu
AV
p2=po | 1l + K-

Vo

Za kladny smer vychylky povazujme smer nahor. Na kladne vychylent hladinu posobi sila Fo = —p2 S,
kde znamienko naznacuje smer posobenia sily nadol. Skrz kvapalinu tu posobi nahor sila F} = p1.S.

Vysledn4 sila bude teda

AV
F,=S5 (PQ —Pl) = —251%57
0

Okrem tejto sily tu bude este posobit gravitaéni sila Fg = —pS2xg. Celkova sila posobiaca na
kvapalinu bude teda
AV
F=Fy+Fg= —QSpO/i?—pSng =-25 (@ + pg> x
0
Ako vidime, sila je timerna vychylke, pojde teda o malé kmity, ktorych periédu vieme vypoécitat.
Musime si ale ddvat pozor na to, ze musi kmitat celd kvapalina.

Vp
T=27| ——+—~
T\ 25 B 1 o)

Pre izotermicky dej bude platit taky isty vzorec, avak s x = 1. Trocha diskusie na zaver. Kedy
mozeme dej povazoval za adiabaticky? Ked prebieha dostatoéne rychlo. Vtedy si ststava nestihne
vymenit so svojim okolim Ziadne teplo. Takze uvedeny vzorec bude platit, ak bude periéda kmitov
velmi mald. Naopak, ak dej prebiecha velmi pomaly, mézeme ho povazovat za izotermicky, vtedy si
plyn s okolim stihne vymenit teplo tak, Ze sa mu nebude menit teplota. Pre velmi velké periédy bude
platit vzorec s k = 1.

Priklad 15. Vypoéitajte periodu malyjch kmitov telesa s ndbojom —q a hmotnostou po osi rovnomerne
nabitého prstenca celkovym ndbojom Q.

Riesenie. Pre intenzitu elektrického pola na osi takého prstenca vo vzdialenosti z od stredu plati

vztah
Q x Q 1
= = €T
dregR R? + 22 4mwegR3 1 + %22

E (x)
kde R je polomer prstenca. Rozviiime do radu posledny zlomok

Q 22 2t

12predpokladéme nestlacitelnt kvapalinu.
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Pre malé vychylky bude celd zatvorka az na prvy ¢len zanedbatelne velkd. Potom sila, ktord posobi
na naboj —q vo vzdialenosti x od stredu prstenca bude
Qq

Fe)=  4meoR3 !

Bude preto okolo stredu kmitat s periédou

47150mR3
T=2m| ———
V Qq

Priklad 16. Vypocitajte periodu malych kmitov telieska fizovaného na elipsu, parabolu, hyperbolu,
cykloidu.

Riesenie. Nie sme predsa ziadny mumadci, vyriesme teda dlohu hned pre vSeobecnd krivku dant
predpisom y = f (z). Vieme, Ze teleso viazané na tito krivku bude konat kmitavy pohyb len a iba v

okoli lokélnych minim funkcie, teda ked % (0)=0a g%’; (0) > 0. Polozme teda ststavu suradnic tak,
aby bolo v bode z = 0 lokédlne minimum funkcie f(z) a funkénd hodnota bola nulova. Potencidlna
energia po vychyleni o z z rovnovaznej polohy bude'3

U = mgf (z)
Vieme, ze sila, posobiaca na teleso v poli potencidlne energie U () je

du

F(w):—%

Pre silu v nasom pripade potom dostdvame

daf
F(z)=—mg—= —mgf' (x
(2) = —mg 5= —mgf’ (z)
Rozvinme teraz derivaciu funkcie f do radu. Ni¢ ndm v tom nebrani, derivacia je funkcia ako kazda
in4 a preto ju mozeme rozvijat.

' (z)=f(0) —I-? 0)z + ...

Vieme, ze prvy ¢len je nulovy, nakolko rozvijame v okoli lokdlneho minima. Cleny oznacené tromi
bodkami mozeme pre malé x zanedbat, ¢im dostaneme pre malé vychylky silu

df’

&2 f

F(z)=— —mg—=
(93) mg d.CU2

0)z = (0) z

Podla predpokladov je to vztah v tvare F' = —kx, kde k > 0, takze periéda kmitov bude v takomto

pripade
m 1 1
T=2m W: 2 *W
mg s (0) 9 55 (0)
Veli¢ina ﬁ sa nazyva polomer krivosti a je to polomer kruznice, ktord sa v danom bode dotyka

dz?
funkcie. Dolezité je, ze ak je teleso viazané na krivku f (z), bude v malych okoliach jej lokalnych
minfm kmitat, ako matematické kyvadlo s dlzkou zdvesu rovnou polomeru krivosti funkcie f (z) v

danom bode. Teraz je uz jednoduché dost k odpovediam na otézky zo zadania.

137a nulovi hladinu potencidlnej energie berieme y = 0.
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Priklad 17. Odvodte barometricki formulu.

Riesenie. Predstavme si vo vyske h maly kidsok vzduchu, napriklad v tvare valca s podstavou S a
vyskou Ah. Na tento valec posobia tri sily. V prvom rade tiazova velkosti pSAhg a dve tlakové.
Zospodu sila velkosti p (h) S a z vrchu sila velkosti p (h + Ah) S. Tieto sily s v rovnovéhe, nakolko
sa kusok vzduchu nehybe. Plati teda

p(h)S = p(h+ Ah)S+ pSAhg
p(h) —p(h+ Ah) = pAhg

Potom rozvinieme do radu funkciu p (h)

dp 1d*p , ., B
dp 1d%p B

Samozrejme tlak vo vyske h by nemal zavisiet od toho, aky velky testovaci kisok vzduchu berieme
do tivahy. Preto ho musime zobrat taky maly, aby sa v porovnani s ostatnymi ¢lenmi v tejto rovnici
druhy ¢len dal zanedbat. Potom dostdvame

an_ P9
Ostéva uz len vyjadrit hustotu vo vyske h. Pouzijeme pri tom stavovi rovnicu pV = NET.
m_m p  mop
PIVINKT W
kde mg je hmotnost jednej molekuly vzduchu. Dopoéitame potom

_ mop

!
h:
p' (h) Y

Takuto rovnicu sme uz raz riesili a vieme teda, ze ma rieSenie

mog p,

p (h)= pge” ¥
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