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Príklad 1. Majme teliesko hmotnosti m, ktoré sa bez trenia môºe pohybova´ po zvislom kruºnicovom
ráme s polomerom R. Sústava sa nachádza v homogénnom gravita£nom poli a otá£a sa okolo zvislej
osi uhlovou rýchlos´ou ω. Nájdite pre teliesko pohybovú rovnicu.

Príklad 2. Pre úlohu �dvojné matematické ky-
vadlo� z predná²ky dopo£ítajte poriadne lagran-
ºián

L =mR2θ̇21 +
1

2
mR2θ22 +mR2 cos(θ1 − θ2)θ̇1θ̇+

+mgL(2 cos θ1 + cos θ2)

a

a. nájdite pohybové rovnice,

b. ukáºte, ºe kmitanie ako jedno kyvadlo nie je
ich rie²ením,

c. rovnice linearizujte pre prípad malých uhlov

d. a nájdite módy a vlastné frekviencie malých
kmitov. Zov²eobecnené súradnice

Na domácu úlohu sú dva z nasledujúcich troch príkladov, tretí ako bonus.

Príklad 3. Napí²te pohybové rovnice pre lagranºián v tvare

L = x1ẋ2 + x2ẋ
2
1 + ẋ1ẋ2 .

Príklad 4. Majme systém, ktorého lagranºián má tvar

L = −mc2
√

1− ~̇x · ~̇x
c2
− V (~x) ,

kde ~x ∈ R3 je trojrozmený vektor. Nájdite energiu a hybnos´ pre tento systém. O aký systém ide?
Nájdite pohybové rovnice.

Príklad 5. Teleso hmotnostiM je �xované na vodorovnú priamku, po ktorej sa môºe vo©ne hýba´. Na
¬om je na závese d¨ºky l zavesené teleso hmostnosti m, ktoré sa môºe pohybova´ vo zvislej rovine obsa-
hujúcej spomínanú vodorovnú priamku. Vhodne zvolite zov²eobecnené súradnice, zapí²te lagrangián,
odvo¤te z neho pohybové rovnice a prípadne nájdite zachovávajúce veli£iny.



�al²ie príklady na precvi£enie. Tieº je úlohou vhodne zvoli´ zov²eobecnené súradnice, zapísa´ lag-
rangián, odvodi´ z neho pohybové rovnice a prípadne nájs´ zachovávajúce veli£iny pre opísaný systém.

Príklad 6. Na polvalci hmotnosti M s polomerom R je poloºené teleso hmotnosti m, teleso sa môºe
bez trenia po polvalci ²mýka´ a polvalec sa môºe bez trenia ²mýka´ po podloºke.

Príklad 7. V najvy²²om bode vodorovného valca polomeru R je upevnené lano d¨ºky l > πR/2, na
ktorom je zavesené teleso hmotnosti m, teleso sa môºte pohybova´ vo zvislej rovine kolmej na os valca
v homogénnom gravita£nom poli.

Návod. Odvinuté lano bude v kaºdom momente priame a v bode dotyku bude doty£nicou k valcu.

Príklad 8. V stredoch hrán rámu tvaru písmena L sú umiestnené dva hmotné body, rám je zavesený
za jeden z vrcholov a v druhom vrchole je nehmotná ty£ka, na konci ktorej je tretí hmotný bod a ty£ka
sa môºe okolo bodu úchytu vo©ne otá£a´, v²etko sa deje v jednej rovine a v homogénnom gravita£nom
poli, hmotnosti telies sú rovnaké, d¨ºky v²etkého sú zadané.

Obrázok k prikladom 7 a 8.

Príklad 9. Pre úlohu �£inka v dvoch rozmeroch�
z predná²ky zvo©te nasledujúce zov²eobecnené sú-
radnice q

� súradnice stredu £inky,

� uhol medzi £inkou a x-ovou osou.

a. Pre tieto súradnice q zapí²te vyjadrenie sta-
rých súradníc x̄(q).

b. Vyjadrite lagranºián pomocou nových súrad-
níc. Identi�kujte zachovávajúce sa veli£iny
(ak také sú).

c. Nájdite pohybové rovnice pre súradnice q.

d. �inku teraz vloºíme do homogénneho gra-
vita£ného po©a. Zapí²te lagranºián v tomto
prípade a identi�kujte prípadne zachováva-
júce sa veli£iny.

Zov²eobecnené súradnice



A dva zaujímavé príklady na záver.

Príklad 10. Ukáºte, ºe lagranºián

L =
1

12
m2ẋ4 +mẋ2V − V 2

pre £asticu v jednom rozmere a potenciály V (x) vedie na rovnaké pohybové rovnice ako L = T − V.

Príklad 11. Ukáºte, ºe lagranºián L a lagranºián

λL+ ḟ

kde ḟ je úplná £asová derivácia nejakej funkcie f(qa, t), vedú na rovnaké pohybové rovnice.


