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Iab =
∑

mi [(x⃗i · x⃗i) δab − x⃗iax⃗ib]

ω1 = ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ

ω2 = ϕ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ

ω3 = ψ̇ + ϕ̇ cos θ

I1ω̇1 + ω2ω3(I2 − I3) =M1

I2ω̇2 + ω3ω1(I3 − I1) =M2

I3ω̇3 + ω1ω2(I1 − I2) =M3

Príklad 1 (Steinerova veta). Majme teleso, ktoré
má okolo osi prechádzajúcej ´aºiskom moment zo-
trva£nosti I0. Ukáºe, ºe okolo novej osi, ktorá je s
tou pôvodnou rovnobeºná a nachádza sa vo vzdia-
lenosti a, má moment zotrva£nosti

I = I0 +ma2 .

Príklad 2. Nájdite pohybovú rovnicu matematického kyvadla, tj. jedného hmotného bodu na závese
d¨ºky l v homogénnom gravita£nom poli.

Príklad 3 (Fyzikálne kyvadlo). Pali£ku zavesíme za jeden koniec a necháme kmita´ v homogénnom
gravita£nom poli. S akou periódou to bude? Ako to vyzerá pre v²eobecné teleso, ktoré je zavesené za
bod mimo jeho ´aºiska?

Príklad 4. Valec poloºíme na naklonenú rovinu a necháme ho bez pre²mykovania kotú©a´ nadol. Aké
bude jeho zrýchlenie?

Príklad 5. Rolku toaletného papiera chytíme za koniec a uvo©níme. S akým zrýchlením sa bude
pohybova´ tesne po uvo©není?

Príklad 6. Nájdite maticu momentu zotrva£nosti pre homogénnu pali£ku z úlohy o fyzikálnom kyvadle
a pre homogénny disk polomeru R a hmotnosti M .

Príklad 7 (Precesia symetrického zotrva£níka). Majme teleso, ktorého moment zotrva£nosti je I =
diag(I1, I1, I3). Pre²tudujte jeho pohyb v situácii s nulovým pôsobiacim momentom sily. Ako vyzerá
jeho pohyb v termínoch Eulerovych uhlov?

Príklad 8 (Tenis racket theorem). Majme v²eobecné teleso s I = diag(I1, I2, I3). Overte, ºe ω⃗ = (ω0, 0, 0)
je rie²enie Eulerovych dynamických rovníc s nulovým momentom sily. Pre²tudujte stabilitu tohto rie-
²enie vo£i malým poruchám, t.j. ako sa správa pre rie²enia tvaru ω⃗ = (ω0 + δ1, δ2, δ3) pre δi ≪ ω0.

Príklad 9 (Bicyklové koleso kvalitatívne). Vyberte z rámu bicyklové koleso a zvislej polohe ho rozto£te.

Potom pustite jeden koniec osky kolesa a drºte ho iba za ten druhý. Pokúste sa z rovnice ˙⃗
L = M⃗

vysvetli´ jeho následný pohyb.



Vyberte si jeden z príkladov a vyrie²te ho. Druhý potom ako bonus.

Príklad 10. Máme ²tvorcový rám s hranou d¨ºky
a , ktorý má vo svojich troch vrcholoch hmotné
body s hmotnos´ou m a vo ²tvrtom hmotný bod s
hmotnos´ou 5m.

a. Nájdite ´aºisko tejto sústavy.

b. Nájdite moment zotrva£nosti tejto sústavy
vzh©adom na stred ²tvorcového rámu.

c. Nájdite moment zotrva£nosti tejto sústavy
vzh©adom na ´aºisko.

d. Overte Steinerovu vetu.

Rám aj s hmotnými bodmi teraz upevníme na os
kolmú na rovinu ²tvorca a prechádzajúcu jeho stre-
dom.

e. Nájdite rovnováºnu polohu sústavy.

f. Nájdite periódu kmitov tejto sústavy.

Príklad 11. Jojo vznikne spojením dvoch diskov
polomeru R a hmotnosti M , medzi ktoré vloºíme
disku disk polomeru r < R a hmotnosti m.

a. Vypo£ítajte moment zotrva£nosti disku
okolo osi, ktorá prechádzaja jeho stredom a
je kolmá na jeho rovinu.1

b. Okolo malého disku omotáme motúz, za
ktorý jojo zavesíme a uvo©níme. Ak moment
zotrva£nosti valca s polomerom ρ a hmot-
nos´ou µ je µρ2/2, aké bude zrýchlenie joja
hne¤ po uvo©není?

c. Jojo potom poloºíme na naklonenú rovinu so
skolonom α a necháme ho kotú©a´ sa smerom
nadol. S akým zrýchlením sa bude pohybo-
va´?2

1Rozmyslite si, ºe je potrebné spo£íta´ integrál

I =
m

R2

∫ R

0

dr r r2 .

2Na výpo£et tohto príkladu pomoºe pozrie´ sa na príklad o valci na naklonenej rovine, ktorý je vypo£ítaný v poznám-

kach.


