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Príklad 1 (brachystochróna). Majme v priestore dva �xované body. Na²ou úlohu je nájs´ tvar drôtu,
ktorý tieto dva body spája, po ktorom sa teleso bez trenia pod pôsobením gravitácie dostane z jedného
do druhého bodu za najkrat²í £as.

Príklad 2. V tejto úlohe budeme h©ada´ pohyb telesa v gravita£nom poli z princípu najmen²ieho
ú£inku.

V £as t = 0 je teleso vo vý²ke H a chceme, aby na zem dopadlo v £ase t = T . Vypo£ítajte ú£inok pri
rovnomernom priamo£iarom pohybe. Potom vypo£ítajte ú£inok pri rovnomerne zrýchlenom pohybe a
ukáºte, ºe ten je minálny pre prípad zrýchlenia s hodnotou −g a ºe hodnota ú£inku v tomto prípade
je men²ia, ako pre rovnomerný priamo£iary pohyb.

Na domácu úlohu sú nasledujúce dva príklady.

Príklad 3. Teleso sa pohybuje po vodorovnej priamke a v £ase t = 0 sa nachádza v mieste x = 0.
Chceme, aby za £as T pre²lo do bodu x = x0. Uvaºujte nasledujúce pohyby telesa (obrázok)

� rovnomerný priamo£iary

� rovnomerný priamo£iary za polovi£ný £as a
potom státie

� státie a potom rovnomerný priamo£iary za
polovi£ný £as

� rovnomerne zrýchlený

� pohyb, pri ktorom v ∼ t3 Niektoré z pribehov polohy.

Vypo£ítajte ú£inok pri v²etkých týchto pohyboch a overte, ºe skuto£ný pohyb má najmen²í ú£inok.

Príklad 4. Nájdite pohybové rovnice pre ú£inok

S = −mc

∫
ds

s nasledujúcim d¨ºkovým elementom

ds2 =

(
1 +

2V

mc2

)
c2dt2 −

(
1− 2V

mc2

)
dx2 ,

pre nejakú funkciu V (x). Nájdite aj jedoduch²í tvar v prípade V << mc2.



Príklad 5. Z princípu najmen²ieho ú£inku ukáºte, ºe lagranºiány

L a λL+ ḟ

vedú na rovnaké pohybové rovnice.

Príklad 6. Z fermatovho princípu odvo¤te Snellov zákon. Fermatov princíp hovorí, ºe svetlo sa medzi
dvomi bodmi pohybuje po takej dráhe, aby mu cesta trvala najkrat²í £as. Snellov zákon hovorí, ºe
n sin θ = const.

Príklad 7. Nájdite pohybové rovnice pre ú£inok

S = −mc

∫
ds

s nasledujúcim d¨ºkovým elementom

ds2 =

(
1 +

2V

mc2

)
c2dt2 − 1

1 + 2V
mc2

dx2 ,

pre nejakú funkciu V (x). Nájdite aj jedoduch²í tvar v prípade V << mc2.

Príklad 8.

� Ukáºte, ºe ú£inok má rovnaký rozmer ako Planckova kon²tanta ℏ.

� Vypo£ítajte ú£inok pri jednom obehu Zeme okolo Slnka.

� Vypo£ítajte ú£inok pri páde kame¬a na zem z vý²ky 10m.

� Vypo£ítajte ú£inok pri obehu elektrónu okolo protónu v jadre atómu vodíka.


