Vseobecny pohyb (po vSeobecnej trajektorii)

VSeobecny pohyb je dany fubovolnou Casovou zavislostou polohového vektora
r(t)

Trajektoriou Castice sa nazyva krivka v (normalnom trojrozmernom) priestore,
po ktorej sa Castica v priebehu €asu pohybovala, teda draha Castice. Je to Cosi
ako stopa Castice, ktoru ,zanechala“ v priestore.

Priestorova krivka je vSeobecnejSi matematicky pojem, nemusi sa jednat o
drahu nejakej Castice.

Matematicku krivku je Sikovné zadat v tzv. parametrickom tvare

7€)

kde definicny obor parametra ¢ je nejaky interval, ¢asto (0,1).

Ak sa jedna o drahu Castice, a pozname Casovy priebeh pohybu po tej drahe,
potom prirodzenym parametrickym vyjadrenim drahe je pouzit Cas ako
parameter. Teda vyjadrenie 7(t). Niekedy pozname trajektoriu ale nie ¢asovy
priebeh pohybu po nej. Vtedy je Casto vyhodné pouzit ako parameter pre
parametrické vyjadrenie drahy dizku drahy (od zadiatku drahy aZ po uvazovany
bod).



Ak pozname Casovy priebeh pohybu po trajektorii 'F,(t) , potom je priamociare
prepisat’ trajektoriu do parametrickeho tvaru podla dizky prejdenej drahy.
Draha sa vypocita takto (bodka nad symbolom znaci derivovanie podla Casu)

= [ Vétrlar ®
0

Predpokladajme, ze rovnica (1) sa da obratit, teda vyjadrit t pomocou s. Potom
parametrické vyjadrenie pomocou s bude

(s) = 7(s(t))

DiZka trajektdrie ako vSeobecnej matematickej krivky je definovana nezévis,Ie
na nejakom pohybe. Ak mame vieobecnu parametrizaciu 7(§) , mézeme dlzku
krivky od pociatku az po hodnoty parametra ¢ vyjadrit’ zjavne takto

- - df(f)ldf

(2)

Predpokladajme, Ze rovnica (2) sa da obratlt teda vyjadrit ¢ pomocou s. Potom
parametrické vyjadrenie pomocou s bude




Priklad: krivka — Stvrtkruznica — parametrizovana pomocou stredového uhla

() = (Rcos(p), Rsin(p),0), ¢ =€ (0,7/2)

I
ds = |£|d<p = \/R2 sin®(¢) + R2 cos2(p)de = Rdyp

%
s(p) = / Rdg = Ry
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7(s) = (Rcos(s/R), Rsin(s/R),0), se€ (0,7R/2)




Nerovnomerny pohyb po l'ubovolnej krivke

UvaZujme vSeobecny pohyb &astice dany ¢asovym priebehom  #(¢)

Rychlost v Case t bude
dr(t :

i(t) = T8 = i) = o) 7

7 je jednotkovy vektor v smere rychlosti

v bode 7(t). Otazka je, v akom vztahu

je vektor 7 ku trajektoérii v bode 7(t).

Tvrdime, Ze vektor T ma smer

doty€nice k trajkektorii.

Naozaj: pre vypocCet vektora rychlosti

su délezité dva (infinitezimalne) blizke

body trajektorie, vektor rychlosti a teda

aj T ma smer spojnice tych dvoch

bodov

*.. Definicia doty&nice ku krivke je:

i Je to priamka prechadzajuca dvoma

¢ infinitezimalne blizkymi bodmi krivky
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Oskulacna kruznica

Uvazujme vSeobecnu krivku a na nej tri (infinitezimalne) blizke body. Krivka vo
vSeobecnosti nelezi v jednej rovine. Ale tri nejaké body urCuju rovinu a sucasne v
tej rovine jednoznacne nejaku kruznicu, ktora sa nazyva oskulacna kruznica tej
krivky v jednom jej bode (v strednom z tych troch bodov). Polomer oskulacne;
kruznice sa nazyva polomer krivosti krivky v uvazovanom bode.

Sucasne je zrejme, Ze krivka a jej oskulacna kruznica maju v uvazovanom bode
spoloénu dotyénicu.

Prijmime intuitivne bez rigor6zneho ddkazu, ze v limite, ked uvazovane tri body budu
nekonecne blizko pri sebe, postupnost nimi tvorenych kruznic sa bude blizit k limitne;
oskulacnej kruznici v uvazovanom bode. V matematickej limite je teda oskulacna
kruznica ,bodovy pojem®, fyzikalne je to ,trojbodovy pojem” (v tom zmysle ako sme sa
bavili, ze rychlost je ,dvojbodovy pojem® a zrychlenie ,trojbodovy*



Vseobecny pohyb (po vSeobecnej trajektorii)

VSeobecny pohyb Castice je dany [ubovolnou ¢asovou zavislostou polohového
vektora 7(t)

Uvedena funkcia je su€asne €asovou parametrizaciou krivky — trajektorie.
Uvazujme nejaky Casovy okamih t,. V tomto okamihu sa Castica bude
nachadzat v nejakom konkrétnom bude trajektorie, bude mat nejaku rychlost a
zrychlenie.

7o = 7ty), Ty = U(to) = Flty), do = alty) = r(to)

Uvazujme oskulaénu kruznicu trajektorie v bode 7;,. A uvazujme fiktivny (vSeobecne
nerovnomerny) pohyb fiktivnej Castice po oskulaénej kruznici taky, ze v Case t, sa

tato fiktivna castica nachadza v bode #, a ma rychlost vo a zrychlenie a,. Teda

presne rovnaké ako uvazovana skutoCna Castica na skutocCnej trajektorii. Rychlost

fiktivnej Castice ma smer dotyCnice k oskulacnej kruznici, Co zjavne je totozné s
dotyCnicou ku skutoCnej trajektorii v uvazovanom bode. Aj skutoCna Castica ma
rychlost v smere tej dotyCnice, to uz sme zistili. Jednotkovy vektor v smere te;

doty&nice oznaéme 7. Ako vieme z diskusie o0 nerovhomernom pohybe ¢astice po

kruznici, zrychlenie fiktivnej Castice na oskulaCnej kruznici mézeme rozlozit do
tangencialneho a normalového smeru, tam sme pisali
. 1d|v]
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Vseobecny pohyb (po vSeobecnej trajektorii)

VSeobecny pohyb Castice je dany [ubovolnou ¢asovou zavislostou polohového
vektora 7(t)

Uvedena funkcia je su€asne €asovou parametrizaciou krivky — trajektorie.
Uvazujme nejaky Casovy okamih t,. V tomto okamihu sa Castica bude
nachadzat v nejakom konkrétnom bude trajektorie, bude mat nejaku rychlost a
zrychlenie.

o = ilt), @ = W(te) = Flte), a0 = alty) = i(to)

Uvazujme oskulacnu kruznlcu trajektorie v bode 7. A uvaZUJme flktlvny (vseobecne

-_ - e 7 . _ ' ¥ _ 4" _ ¥ _ _ "t _ AL R R B s Y __ - -

nerov - ;77 7 to Sa
tato fi Takze teraz dostaneme v prirodzenejSom oznaceni (bez pouZzitia w) ! ;
presn . S hlost
fiktivr a _ddl. | ol 4g

0 — 70 no ~
dotye dt Ro n&
rychlc d
dotye kde R, je polomer oskulaénej kruznice trajektérie v bode 7. Na ce po
Kru>n oznacenie polomeru sme pouzili velké pismeno R aby sa to neplietlo o
tange s dizkou sprievodica.
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Vektor 11, je jednotkovy vektor normaly trajektorie v bode 7, je kolmy na dotyénicu
Ty, lezi v rovine oskulaénej kruznice a ma smer od stredu oskulacnej kruznice von.
Znamienko — v rovnici potom znamena ze normalova zlozka smeruje do stredu
oskulaénej kruznice, hovorime o dostredivom zrychleni.

Tangencialne zrychlenie teda vypoveda o zmene velkosti rychlosti, normalove
(dostrediveé) zrychlenie o zmene smeru rychlosti. Zapamatajte si vzorec pre velkost
dostredivého zrychlenia

]

R

Zdoéraznime eSte, ze dotyCnica ku krivke je vacsine ludi intuitivne zrejmy pojem a;
pri priestorovej krivke, ktora nelezi v nejakej rovine. Ale normalovy vektor kolmy k
dotycCnici vlastnostou kolmosti nie je urCeny jednoznacne, musime este urcit, v
ktorej rovine lezi. Je to prave rovina oskulacnej kruznice. Teda vektor normaly ku
krivke ,je trojbodovy pojem®, kym vektor dotyCnice ku krivke je ,je dvojbodovy
pojem”.



V doterajSej uvahe sme zatial iba intuitivne prijali takuto konstrukciu

Uvazujme oskulaénu kruznicu trajektorie v bode 7,. A uvazujme fiktivny (véeobecne
nerovnhomerny) pohyb fiktivnej Castice po oskulaénej kruznici taky, ze v Case t, sa
tato fiktivna ¢astica nachadza v bode 7, a ma rychlost’ Uo a zrychlenie a,. Teda
presne rovnaké ako uvazovana skutoCna Castica na skutoCnej trajektorii.

Nebudeme sa snazit' o rigorézny dékaz, ze je to mozné, teda Ze fiktivna Castica na
oskulacnej kruznici méze mat rovnaku polohu, rychlost aj zrychlenie ako skutoCna
Castica na skutoCnej trajektorii. Nie je to tvrdenie trivialne. Uvedomme si napriklad,
ze by sme sa nemohli pokusit' o konstrukciu fiktivnej Castice hybucej sa na fiktivnej
priamke (dotycnici) tak, aby mala rovnake zrychlenie ako skutoCna Castica na
skutoCnej trajektorii. Polohu a rychlost by mohla mat rovnaku, aj tangencialne
zrychlenie ale nie normalové zrychlenie, lebo to vypoveda o zmene smeru, a
priamka smer nemeni!

Fakt, Ze s oskulaCnou kruznicou to funguje, je zalozeny na tom, ze oskulacna
kruznica je ,trojbodovy pojem"” rovnako ako zrychlenie. SpoloCné tri body trajektorie
a oskulacnej kruznice zabezpecia, ze to bude fungovat. Predumajte si to. Pre
hibavejsich a matematicky vzdelanej$ich pridavame este poznamku, Ze sa vlastne
jedna o Taylorov rozvoj vektorovej funkcie 7(t) do druhého radu podra éasu v okoli
bodu t,.



Dostrediva sila

U
Ak sa Castica pohybuje po zakrivenej drahe, ma
. dostredivé zrychlenie a teda nan musi pésobit
F dostrediva sila
g . mu®
Fdostr = MAadostr = — n

r

kde r je polomer krivosti trajektorie.

Keby nepsbsobila dostrediva sila, Castica by pokraCovala zotrvacnym

rovhomernym priamociarym pohybom v smere dotycCnice, ako to napriklad vidno

na odbrusenych Casticiach kovu pri bruseni:
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Priklady dostredivej sily

David zabil Goliasa kamenom vrhnutym prakom. Prak
rozkruti nad hlavou, kamen sa pohybuje po kruhovej
drahe a v okamihu uvolnenia je vymrsteny po
dotyCnici. Otazka je kto/Co pdsobi dostredivou silou,

_ ktora udrziava kamen na kruhovej drahe. Odpoved:
napatie prakovej Snury.

Trochu zlozitejSie je predumat’ si, ako to napatie Snury
vznika. Pouzijeme trochu dadaistické ,vysvetlenie®.
Kamen ,chce pokracCovat® po dotyCnicovej priamej
drahe. Ale narazi pri tom na kozené ,vrecko®, cez ktoré
,nemoze pokracovat® v rovnej ceste. PreCo? Lebo by
,musel potlaCit® molekuly ,vrecka®“. Kamen teda posobi
silovo (medzimolekulovymi silami) na molekuly vrecka.

Molekuly vrecka podla principu akcie a reakcie p6sobia na kamen a vytvaraju
dostredivu silu. Ale preCo molekuly vrecka proste ,neuhnu®. Lebo na seba
navzajom po6sobia silami a silové pdsobenie ,technikou® akcie a reakcie prenasa
az na tie molekuly vrecka, ktoré ,citia“ molekuly Snury. Tie sa snazia potiahnut’
molekuly Snury smerom von z kruhu a tie odpovedaju reakciu smerom dovnutra
kruhu. Dostrediva sila. 11



hedium
diameter

Rail Gauge

okolok

Priklady dostredivej sily

kedium
diameter

PreCo vlak na kolajniciach v zakrute ,nevybehne
z kolaji“? Uplna tedria je dost zloZita (vSimnite
si, ze obvody kolies nie su valcového ale
kuzelového tvaru), ale délezitu ulohu zohravaju
okolky na vnutornych stranach vlakovych kolies.
Okolky sa pri prejazde zakrutou opieraju o
kolajnicu, ,chceli by sa pretlacCit cez kolajnicu
aby vlak mohol pokracCovat rovno®, tlacCia na
kolajnicu a kolajnica rekciou tlaCi na okolky
dostredivou silou. V zakrute je to vonkajsSia
kolajnica, na ktoru tlaCia okolky vonkajSich
kolies. Preto vnutorna stena vonkajsej kolajnice
je viac vybrusena ako vnutorna stena vnutorne;
kolajnice.
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Priklady dostredivej sily

Ak vidim vlak pohybujuci sa rychlostou v, Ze prechadza zakrutou s polomerom
krivosti , potom viem, Ze narfi posobi dostrediva sila muv*? /7. Vznika otazka: Ako

kolajnice ,vedia“, ze maju pbsobit presne takto velkou silou? Ani vacsou ani
mensSou. Poznaju vari rychlost vliaku?

Co by ste odpovedali decku na taku otazku?



Priklady dostredivej sily

Ak vidim vlak pohybujuci sa rychlostou v, Zze prechadza zakrutou S polomerom
krivosti r, potom viem, ze nan pdsobi dostredwa sila muv / 7. Vznika otazka: Ako
kolajnice ,vedia“, ze maju pbsobit’ presne takto velkou silou? Ani vacsSou ani
mensSou. Poznaju vari rychlost’ viaku?

Co by ste odpovedali decku na taku otazku?
Tu je pokus o odpoved, stal v trochu dadaistickom style.

Ked vlak vchadza do zakruty, kolajnice eSte nepbdsobia ziadnou dostredivou silou.
Kolesa sa teda ,pokusaju vniknut do kolajnice a prekonat ju®, Co spésobi reakciu
kolajnice, zrejme na zaciatku nie dost velku ako je velkost potrebnej dostredive;
sily. Kolajnica je uz tlakom kolies CiastoCne deformovana. Ale kolesa nedaju pokoj
a zatlacaju sa hilbsie, o zvySuje velkost reakcie kolajnic a teda velkost
dostredivej sily. Ked' sa postupne (za zlomok sekundy) dosiahne ,spravna velkost
sily®, kolesa uz ,vykresluju spravnu trajektoriu” a nepokusaju sa zatlacat hibSie.
Ustali sa teda ,akuratna sila®. V skutoCnosti je to dynamicka rovnovaha. Kolajnica
ani kolesa nie su uplne homogénne, ani polomer krivosti nie je presne konstantny.
Preto dostredivu sila je v kratkych okamihoch trochu mensia ,,ako by mala byt” a
inokedy trochu vacsia. Kolesa nevykresluju idealnu trajektoriu s mikronovou
presnostou.



Priklady dostredivej sily

Pri jazde v zakrute na ceste dostredivu silu
zabezpecuje trenie,

K problému sa vratime, az budeme preberat’ trenie.
Teraz len kratky komentar.

Ludia na otazku: ,PreCo motocyklista vyletel zo
zakruty?“ odpovedaju spravidla takto: ,Lebo
odstrediva sila bola privelka a trenie ju nedokazalo

(11

prekonat™.

V kontexte toho, Co sme doteraz diskutovali,
,Sspravna“ odpoved znie: ,Trenie nebolo dostato¢né,
aby poskytlo dostatoCne velku dostredivu silu®.

Ta ludova odpoved sa da Sikovne interpretovat aj
tak, aby sa dala povazovat za spravnu. Ale
interpretacia vyzaduje rozumiet tomu, ako vyzera
zakon sily v neinercialnych sustavach. O tom az
neskor. 15




Otocenia a otacania



Opakovanie

Vektor a otoceny vektor v tej istej baze
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= vektor e; vznlkolzvektora ij rotaciou, ktorou

vzhikol vektor b z vektora «

Klacovy pojem na zapamatanie:
rotacna matica



Transformacia: otocenie fyzikalneho systému

Najme system Castic, polohy ktorych v nejakom okamihu su dané sustavou
polohovych vektorov 7. ne(l,N)

poznamenajme, ze symbol n nie je zlozka vektora ale index vektora, teda Cisluje
jednotlivé Castice.

Predstavme si teraz, ze cely systém Castic otoCime do novych pol6h tak, ze kazdy
z polohovych vektorov otoCime o rovnaky uhol voci zvolenej (rovnakej osi)
otaCania. Po otoCeni sa Castice budu nachadzat v novych (transformovanych)

polohach
P — 7, ne(l,N)

Vykonana transformacia sa vola ,otoCenie fyzikalneho systému®“. Transformacia
otoCenia je zadana rotacnou maticou (spolocnou pre vSetky vektory) R;;

(7)i = Z Rij(7n);



Ako sme videli, prvky rotaCnej matice su vlastne skalarne sucCiny nejakych
jednotkovych vektorov, teda vlastne kosinusy uhlov, ktoré tie jednotkové vektory
zvieraju. Nazyvame ich ,smerove kosinusy“. Nasa intuicia si spravidla nevie
predstavit ,ako vyzera“ otoCenie, zadané 9 smerovymi kosinusmi. Kazdeé otoCenie sa
ale da vyjadrit ako otoCenie okolo nejakej fixnej osi o nejaky uhol. To je intuitivhe

ovela prijatelnejsie.

Takze pohrajme sa s otoCeniami okolo osi.

Zacneme otoCenim okolo osi z. Pri takom otoCeni sa z-oveé suradnice Castic
nemenia, menia sa len x-ové a y-ove suradnice, takze je to rovinny problém, na ktory
sa mézeme pozriet v rovine xy. Sledujme jednu Casticu leZiacu v rovine xy na obr.

Os z smeruje od nakresnej roviny smerom ,k

€Tr =
’y:

’ Citatefovi“, kladny smer otoCenia o uhol ¢, je
C/ dany prstami pravej ruky ak palec ukazuje smer
z’ 0si z.

r=rcosa Yy =rsina
' =rcos(a+¢) y =rsin(a+ )

7 COS (x COS (¢ — T Sin v sin ¢

7 Sin ae cos @ + 1 cos asin

.’B,

/

Y

= I COS Y — ysiny
= Y COS Y + xsinp




Zapamatajte si, ako vyzeraju vzorce pre rotaciu v dvoch rozmeroch!

2’ = xcosp —ysing
"= ycosp+ xsinp

X

Suradnice otoCeného vektora su ,zmieSaniny® suradnic povodného vektora.
Pomocou kosinusu a sinusu. Pri sinuse je jedno znamienko kladné druhé zaporné.
Na to, kde je sinus a kde kosinus pridete z uvahy o limite vemi malého otoCenia.
Pri malom otoCeni sa suradnice ,mmoc nezmenia“, takze v limite malého uhla musi
byt x" =~ x,y" = y. Pre malé uhly cosp =~ 1, sing = 0, taZe je to jasné.

To, pri ktorom sinuse je zaporné znamienko vidim z obrazku: x' < x.
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Zapamatajte si, ako vyzeraju vzorce pre rotaciu v dvoch rozmeroch!

2’ = xcosp —ysing
"= ycosp+ xsinp

Podumajte, ako sa vyjadria
necCiarkované suradnice pomocou
Ciarkovanych!

X

Suradnice otoCeného vektora su ,zmieSaniny” suradnic povodného vektora.
Pomocou kosinusu a sinusu. Pri sinuse je jedno znamienko kladné druhé zaporné.
Na to, kde je sinus a kde kosinus pridete z uvahy o limite vemi malého otoCenia.
Pri malom otoCeni sa suradnice ,moc nezmenia“, takze v limite malého uhla musi
byt x" = x,y" = y. Pre malé uhly cosp = 1, sing = 0, taZe je to jasné.

To, pri ktorom sinuse je zaporné znamienko vidim z obrazku: x' < x.



Zapamatajte si, ako vyzeraju vzorce pre rotaciu v dvoch rozmeroch!

2’ = xcosp —ysing
"= ycosp+ xsinp

Inverzny vztah vyzera takto:
x=1x'cosp+ 1y sing
y =1y cosp — x'sinp

x lebo je to vlastne otoCenie o0 —¢.

PreCo nemdézu byt obe znamienka pri sinusoch rovnaké? Neplatilo by
12 12 2 2
Yy =2ty
Dizka vektora by sa pri oto&eni zmenila a to sa nesmie. Overte si, Ze s opaénymi znamienkami je

to v poriadku!
Ak si to naozaj overite, zistite, Zze délezitu ulohu okrem znamienok hra aj vztah

cos® p + sin? =1
Uvedomte si, Ze tento vztah je vlastne Pytagorova veta pre trojuholnik s preponou dizky 1. Tak
preto tam musia byt sinusy a kosinusy. Aby sa oto€enim nezmrsSila Pytagorova veta. Ked si

vSetko predumate, zistite, ze sa niC nemusite ucit naspamat. Vzorec pre otoCenie napisete ,z
voleja“, lebo mu budete rozumiet!



x=1x'cosp+ 1y sing
y =1 cosp — z’ sinp

EsSte jeden argument bez pocitania, preCo opacné znamienka pri sinusoch. Logika

argumentu ide takto:

* pre velmi malé uhly sa suradnice moc nem6zu zmenit, len do x sa primiesa
troSku y a do y trosku x, Co zabezpecCi sinus, lebo je maly, takze primiesa len
troSku

* kosinus je pre malé uhly vel'mi blizky k 1, odchylka je dokonca az druhého radu

L 5

00890%1—5

* sinus je sice maly, ale prvého radu
sin p ~ @

« keby znamienka pri sinuse boli rovnhake, primieSaniny by mali rovhaké znamienko
a otoGenim by sa zvadsili obe suradnice x aj y. Dizka vektora by sa oto&enim
zvacsila. Fakt, Zze funkcia kosinus suradnice trochu zmenSuje to nezachrani, lebo
je to oprava az druhého radu, kym sinusova primieSanina je prveho radu. Uz vas
mozno urazim, ale vnimate takmer ako reflex ze plati
ak |z| < 1 potom |z|? < |z| ? Date dokopy aj nejaky rychly argument preo?

Naco vSetky tieto reci na troch slajdoch? Chcem ukazat, ze vytrvalym snazenim sa da

,porozumiet’ vzorcu®. Trénujte sa v tom kladenim si otazok ,preco?“. .



Otocenie okolo osi z, €astica nelezi v rovine xy

Castica ma vSeobecnu polohu # a pri oto&eni
okolo osi z o uhol ¢ prejde do polohy 7' (na
obr. zelené vektory). Priemety tych vektorov
do roviny xy su znazornené modro. Je
zrejme, ze modré vektory sa pri otoCeni
spravaju tak, ako keby iSlo o Casticu, leziacu
v rovine xy, teda to, o sme doteraz
rozvazovali. SuCasne je zrejme, ze priemety
zodpovedajuceho si modréeho a zeleného
vektora na osi x a y su rovnaké a priemety
zelenych vektorov na os sa pri popisovanom
otoCeni okolo osi z nemenia. Zaver,
transformacia suradnic vSeobecného
polohoveho vektora pri otoCeni okolo osi z
bude

T =T CosY — ysiny
Y = YyCcosy + rsiny

z = Z



Rotacna matica pre otocenie okolo osi z

&
Z
2’ =xcosp — ysinp
Nem y' =ycosp+wsing
i 7=z
T iy
.
y

o ta,
.
.

_(‘O/' ...... a
x >

Po nejakych pokusoch a omyloch by sa vam malo podarit napisat, ako
vyzera rotacna matica pre takuto transformaciu. Dostanete

x’ cosy —sing 0 x
y | =[sing cosy 0 Y
Z 0 0 1 z

Overte si maticovym nasobenim, ze je to dobre.



Vo Wikipédii si vygooglite, ze rotacné matice pre otoCenia okolo osi X, y, z

vyzeraju takto (uhol otoCenia je oznacCeny 6).

1 0 0

0 cosf —sinf

0 sin# cos#

[ cosf 0 sinf
0 1 0

—sinf? 0 cos Ei'_

[cosf —sinf 0]

sinf? cosf 0

0 0 1
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Skladanie otoceni okolo tej istej osi

Urobme najprv otoCenie okolo osi z o uhol ¢ a nasledne dalSie otoCenie zase okolo
osi z o uhol 9. Takze bude

¥’ =xcosp —ysingp 2" = 2" cosd — 3 sin
' = ycosy + xsinp y" =y cos? + 2’ sin?
2=z 2 =2
x’ cosp —sing 0\ [« z" costy —sind 0\ [a
y' | = |sing cosp Of [y y" | = [sind cosd O] (v
2 0 0 1) \z 2" 0 0 1/ \¢

/ "no__ D ../
T, = E Rjkrrk Ty — E szrrj
k J
1 2 : > 2 : E : /

’l"i = R’ij Rjk?"k = Rikrk
7 k k

Dve po sebe nasledujlice oto¢enia, ktorym prisltiichaju rotacné matice R a R sa daju
chapat ako jedna (vysledna) rotacia s rotaénou maticou R’

, 3
ik = E RijRji
i



e = Z RURJk

VSimnime si Strukturu vyrazu. Na lavej strane je dvojindexova matica, teda
vlastne je to 9 rovnic, kazda pre nejaku kombinaciu hodnét indexov ij. V sucte je
jeden nemy index, teda je to sucet troch sucinov. V sucCinoch su prvky z dvoch
matic, pric¢om sa séita tak Ze druhy index (stipcovy) prvku prvej matice je rovnaky
ako prvy index (riadkovy) prvku druhej matice. V maticovom zapise je to

4

P

51 Igg=has Ror~ Rao  Rog Ro1 Rz Rag
51 Q3 Rag Rg1 Rsy Rss K31 M3z Has

’ | ! Ren R Ri1 Ri2 R
11 N %}k @\ [ 11 Riz Ras

Na obrazku konkrétne vidime, ako sa vypocita prvok R;;. Ukazujeme synchronne
ukazovakom [avej ruky prvky v druhom riadku favej matice a ukazovakom prave;
ruky prvky v tretom stlpci pravej matice.

Lo = Ro1Ri3 + RaoRas + RosRss

Analogicky ziskame vsetkych 9 prvkov vyslednej matice.

Spolahlivo si nacvicte techniku nasobenia dvoch matic!
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Rotacia a inverzna rotacia

— Z — - Z _ E: = o g — §:
' J J

Q.

€3 1

2
o b1 Ri1 Ri2 Ris a1 o,
& = by | = | Ra1 R22 Raz | | a2 i = ei.¢;
b3 Rs1 Rsz Rss as

vektore; " vanikol z vektora @ rotaciou, ktorou

vznikol vektor b 4 vektora
Vyrobme inG maticu R}, takto RL =€/ .¢]
Co je toto za maticu? Stadi trocha porozmyslat. Je to zjavne rotaCcna matica, kde
naopak neciarkované vektory vznikli z Ciarkovanych nejakou rotaciou. lde zrejme o
inverznu rotaciu k pévodnej rotacii, ktorou Ciarkované vektory vznikli z
neCiarkovanych. Ked vykoname poévodnu rotaciou a hned po nej inverznu rotaciu,
vratime sa do povodného stavu. Teda zlozeniu rotacie a inverznej rotacie zodpoveda
vysledna rotacia, ,ktora ni€ nerobi“. RotaCna matica, ktora niC nerobi je zjavne
matica §;;, lebo potom b; = Z dija; = a;. Pre zlozenie povodnej a inverzne;

rotacie teda plati j

ik = YRR
J



Rotacia a inverzna rotacia

Pre lepSiu predstavu zapiSme vSetky matice vo vztahu §,, = Z Rw ik V

maticovom tvare. i
Porovnanim vztahov Ri; = ¢;.¢;’ a RL =7¢}'e] vidno Ze plati
R}, = Rj;
Rll R12 R13 Rilf'l R,{Q R’{S R11 R21 R31
R= | R21 R Ra3 R'=| RY, RL, RL, | =| R R Rs
RSl R32 R33 Rgl R%; R%}g R13 Rzg R33

Matica R teda zjavne vznikne z matice R jej preklopenim okolo uhlopriec¢ky. Taka
maticova operacia sa vola transpozicia matice a matica, ktora tak vznikne sa vola
transponovana matica.

Matica 6 vyzera takto 5

o O
o - O
_ O O

Taka matica sa vola jednotkova, ¢asto sa symbolicky znadi takto I. Plati teda
RT.R=

Zapamatajte si: inverzna matica rotacnej matice je jej transponovana matica.



cosp —singp 0 cost —sind 0

~

R=|sing cosep 0 R=|sinYy cos?d 0
0 0 1 0 0 1
costy —sind 0 cosp —singp 0
R = |sind cos?d Of |sing cosp 0] =
0 0 1 0 0 1

cosdcosp —sindsinyp —(sindcosp + cossing) 0
= | sinvcosp + cos¥sinp  cos?cosp — sinvsin @ 0
0 0 1

cos(¥+¢) —sin(d+¢) 0
R = |sin(d+¢) cos(d+¢) 0
0 0 1

Vysledkom je rotacna matica zodpovedajuca otoCeniu o uhol 9 + ¢. To sme,
samozrejme, Cakali, lebo dve rotacie po sebe o uhly ¢ a 9 okolo tej istej osi, je to isté
ako jedna rotacia okolo tej osi o uhol 9 + ¢.

Kedze sme vysledok vedeli dopredu, mézeme sa na nas postup pozerat ako na
Sikovny spdsob odvodenia suctovych vzorcov pre goniometrické funkcie.
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Co mam garantovane vediet

vyjadrite drahu Castice ako funkciu ¢asu ak poznate zavislost polohového
vektora na Case

zdbvodnite, preco vektor okamzitej rychlosti ma smer dotyCnice ku trajektorii

Co je to oskulacna kruznica krivky

dostredivé zrychlenie a jeho zavislost na rychlosti a polomere krivosti

zadany je polohovy vektor ako funkcia ¢asu. PopiSte ako by ste odtial vypocitali
normalove zrychlenie

ako je definovana pravotoCiva suradnicova sustava

vyjadrite rotaCnu maticu pre otoCenie okolo osi z

mam dve po sebe nasledujuce otoCenia vyjadrené dvoma rotacnymi maticami.
Vysledok je ekvivalentny jedineému otoCeniu danému nejakou rotacnou maticou.
Ako tu vyslednu maticu vypocCitate z dvoch pévodne zadanych.



