Budeny oscilator s timenim
&+ 2bi + wix = f(t)

Specialny pripad Z + 2bi + wix = fo cos(wt)

Mozna realizacia:

Nabité teliesko na nevodivej pruzine v
homogennom striedavom elektrickom
poli

U(t) = Up cos(wt)



Budeny oscilator s timenim

&+ 2bi + wix = fo cos(wt)

Pouzijeme trik s komplexnymi fazormi a pokusime sa najprv najst aspon jedno
rieSenie pohybovej rovnice. ZapiSeme ju v komplexnych Cislach

&+ 2bi + wix = foe'!

Skusime hladat komplexné rieSenie v tvare  x(t) = Zoe""
Po dosadeni do rovnice dostaneme

—w?Te™! + 2iwbTge™t + wiToe™! = foe'!

- fo

Trn =
0= _2 + w% + 2ibw

Dostali sme komplexny fazor %, s nejakym fazovym posunom voci realnemu
fazoru f,. VypoCitame velkost a fazu fazora x,.



Budeny oscilator s timenim

3 Jo

0T Ty wi + 2ibw Zole
V(—w? + wd)? + 4b%w?
- s Jo B Jo
—w? +w§ + 2ibw | — w? + w§ + 2ibw|et™

Zjavne plati § = —a. Fazu menovatela urCime lahko, takze dostaneme

0 = —atan2 (2bw, —w? + w%)




Budeny oscilator s timenim

&+ 2bi + wix = fo cos(wt)

Vratiac sa k realnym Cislam mézeme tvrdit, ze sme nasli jedno nejaké specialne
rieSenie pohybovej rovnice

fO tw ~ 1,10 jiw
xo(t) = Re (—wQ T2 T “) =Re (|zole O¢ ‘)

| fol 0 = —atan?2 (wa, —w? + wg)
V(—w? + wd)? + 4b2w?

kde |Lf?0| =

Pohybova rovnica je linearna, takze ak k najdenému Specialnemu rieseniu
pripoCitame fubovolné riesenie pohybovej rovnice bez pravej strany, dostaneme
tiez nejaké rieSenie. Rovnica bez pravej strany je rovnica timeného linearneho
oscilatora, jej rieSenia pozname, takze dostaneme

. . 1
2(t) = Xe V7 cos(wpt + B) + Re (|Zg|e??e™!) kde wy, = m, =1

V tomto rieSeni su parametre X, f fubovolné parametere, ktoré treba urcit z
pocCiatoCnych podmienok




Budeny oscilator s timenim
&+ 2bi + wix = fo cos(wt)

z(t) = Xe Y7 cos(wyt + ) + Re (|j’30|6i5eiwt)

wp = y/wE — b2 'r:1 |Zo| = fol 2, 2
b=/ wg — b?, b T (e twd)? £ 4b2w? 0 = —atan2 (2bw, —w® + wp)

V tomto rieseni su parametre X, 8 [ubovolné parametre, ktoré treba urcit' z
pocCiatocnych podmienok. Lahko sa da presvedcit o tom, ze pre fubovolné
pocCiatoCné podmienky

sa daju najst parametre X, § tak, Ze rieSenie spifa tie pogiatoéné podmienky.
Tym sme ,fyzikalne® dokazali (fyzika pozaduje jednoznaénu predpoved
buducnosti), ze sme nasli vSetky rieSenia pohybovej rovnice. Zapamataijte si
poucku ,,fubovolné riesenie linearnej rovnice s pravou stranou sa da pisat’
ako sucet vSeobecného riesenia tej rovnice bez pravej strany a nejakého
specialneho (parcialneho) riesenia tej rovnice s pravou stranou“
Pripomerime este, Ze sa zaujimame iba o pripad malého trenia, teda w3 > b2.



Budeny oscilator s timenim

z(t) = Xe t/T cos(wpt + ) + Re (|j§0|6i5eiwt)

Pozrime sa teraz, ako vyzera kvalitativny charakter najdeného rieSenia.

Pre dostatone dihé &asy, teda t >> 7. Cast rieSenia zodpovedajlca riedeniu bez
pravej strany ,exponencialne vymrie“ (prakticky stacCi €as t niekolkokrat 7) a teda
po dlhom Case nastane ,vynuteny pohyb®

~ 10 _iwt
zo(t) = Re (|Zgle™e™")
Exponencialneho vymretiu homogénneho rieSenia hovorime ,,prechodovy jav*.

Amplituda aj faza vynutenych kmitov zavisia na vynucujucej frekvencii, tak ako to
ukazuju vzorce

| fol
V(—w? + wd)? + 4b2w?

Zo| =

6 = —atan2 (2bw, —w? + wg)

Uz prosty pohlad na tie vzorce s cielom ,vySetrit priebeh funkcie v zavislosti na
w" ukazuje, Ze sa moze diat nieCo zaujimaveé v oblasti w = w,, kde su
menovatele vyrazne malé. Pozrime si najprv numerické obrazky.



Rezonancia

Plot[l/ Sqrt[{-omega "2 + omegal~ 2} 2 + 4b" 2 owmegqa~2], {omega, 0., 30.3,
PlotRange — Full]
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Plot[-ArcTan[2b omega, - onega™2 + omegal~2], {omega, 0., 30.}%,. PlotRange — Full]
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Amplitida a faza v
zavislosti na vynucujucej
frekvencii w pre hodnoty
wo = 10,b = 0.5

Poznamka.

Obrazky boli nakreslené v
programe Mathematica a pre
zaujimavost som do nich
nakopiroval aj prislusny plotovaci
prikaz. | ked nepoznate jazyk
programu Mathematica, prezrite si
ten prikaz a zistite, ze
porozumiete jeho Strukturu.
Nebojte sa lustit nezname veci, je
to zabavné, poucné a Casto
nevyhnutné, lebo navody a popisy
funkénosti su ¢asto neuplné alebo
dokonca chybné. Otazka ,,Ako to
funguje?* patri do kompetencie
fyzika. VSimnite si napriklad, ze
potrebnda funkcia sa nevola atan2
ale ArcTan.




Rezonancia

Amplituda a faza v
Plot[1/ Sqrt[ {-omega ~2 + omeqal= 2} ~2 + 4b~ 2 omeqa~2], {owega, 0., 30.},

PlotRange - Full] zavislosti na vynucujucej
o3t frekvencii w pre hodnoty
oal Wy = 10,b = 0.1
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Plot[-ArcTan[2b onega, - omega™ 2 + omegal ~2], {omega, 0., 30.3}, PlotRange — Full]
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Rezonancia

Plot[l/ Sqrt[ {-omega =2 + omeqal~2) ~2 + 4b~ 2 omegqa~2], {oweqga, 0., 30.}. ., ,
PlotRange — {{0., 30}, {0., 0.03}}] Amplltuda afazav

o zavislosti na vynucujucej
frekvencii w pre hodnoty
Wy = 10,b = 2.0
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Plot[-ArcTan[2b onega, - omega ™ 2 + omegal ~2], {omega, 0., 30.}, PlotRange — Full]




Rezonancia

Z prezentovanych grafov je zrejme, ze amplituda vynutenych kmitov ma vyrazné
maximum v oblasti, ked frekvencia vynucujuce;j sily je blizka k frekvencii vlastnych
kmitov oscilatora, teda kmitov zodpovedajucich rieSeniu ,bez pravej strany®. Tento
jav sa vola rezonancia. Vidno tiez, Ze rezonancny pik je vefmi uzky ak koeficient
trenia b je maly. Porovnanim obrazkov vidime, ze Sirka rezonanéného piku ma

radovo velkost Aw = b

Plot[1/Sqrt[{-omeqa 2 + omeqal~2) ~2 + 4b*2 onega 2], {orega, 0., 30.},
PlotRange - Full]
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na

Na obrazku je ,Sirka piku®
naznacena zvislymi Cervenymi
Ciarami.

Nedefinovali sme presne, ¢o
nazyvame Sirkou piku, kazdy
pokus o presnu definiciu by bol
znacne lubovolny. VSimnime si
tiez, ze ani pojem ,frekvencia
vlastnych kmitov timeného
oscilatora“ nie je dost’ exaktne
definovatelna, videli sme, ze
taka frekvencia je radovo
definovatelna iba s presnostou

Affr~1 |Af|~b



Rezonancia

Rezonancia je ,/udovo popularny” jav. Spomernme napriklad varovania o
pochodujucom vojsku, ktoré rozkmita most a stym suvisiaci vojensky prikaz
,Zrusit krok!" Je to trochu na urovni ludovej rozpravky, ale nasledujuce linky na
videa na webe ukazuju, ze nieCo podobné naozaj exituje.

https://www.youtube.com/watch?v=j-zczJXSxnw
https://www.youtube.com/watch?v=eAXVa XWZ8
https://www.youtube.com/watch?v=uWoiMMLIvco

Problém je v tom, Ze v u€ebniciach sa podobné priklady uvadzaju ako ilustracia
pri vyklade vynatenych kmitov linearneho timeného oscilatora. Rozkmitany most
je matematicky riadne ina kava. | ked pravda je aj taka, ze niekde v hlbinach
matematiky sa daju najst suvislosti medzi ,matematikou oscilatora“ a
,matematikou mosta“. Bez vysvetlenia uvedme len mystické zaklinadlo
,2analytické vlastnosti Greenovej funkcie” (mozno si na to spomeniete pri Studiu
teoretickej fyziky). Ani toto zaklinadlo nevysvetluje vsetko. V tych ukazkach most
v Tahome spadol nie kvoli jednoduchému periodickému vynucovaniu ale kvoli
virom vyvolanym vetrom a Miléniovy most v Londyne dostal bo¢né kmity najma
vdaka inziniermi nepredpokladanej (psychologickej?) spatnej vazbe medzi
pohybom davu a reakciami mosta.


https://www.youtube.com/watch?v=j-zczJXSxnw
https://www.youtube.com/watch?v=eAXVa__XWZ8
https://www.youtube.com/watch?v=uWoiMMLIvco

O nueco blizsie k jednoduchému oscilatoru maju mozno kmitajuce jazyCky v
ustnej harmonike (to su tie bronzové pliesky na obrazku)




JazyCky podobné tym v ustnej harmonike boli zakladom mechanickych meraCov
frekvencie, ktoré sa. Merany prud prechadzal cievkou, vytvaral striedavé
magneticke pole s frekvenciou siete. V tom poli bola sada jazyCkov s mierne
rozlicnymi vlastnymi frekvenciami v okoli spravnej frekvenciu 50 Hz. Cez strbinu sa
pozorovali rozkmity jazyCkov, najviac kmital jazyCek, ktorého frekvencia bola
najblizSie k sietovej frekvencii.

45 50 55

Vsimnite si, ze kmita viac jazyCkov, v zasade podla Sirky rezonancnej. Ako je to
konzistentné! Presnost frekvencie kmitov jazyCka je dana koeficientom timenia. A
ta urCuje aj Sirku rezonancnej krivky. Keby rezonancna krivka bola ovela uzsia,
mohli by sme definovat frekvenciu jazyCka ako frekvenciu prudu, s ktorym je v
rezonancii, ktora sa da zmerat presne. Ale nejde to! Fascinujuci zazitok pri studiu
fyziky je zaregistrovat, ako to to vSetko ,hra dokopy*“. Studujete dva rozliéné javy a
zistite medzi nimi prekvapujuce suvislosti. Ako napriklad tu: nemébzete povedat
vyvojarom ,potrebujem jazyCek s uzkou rezonanc¢nou krivkou ale silnym timenim®.
Prezradime, Ze keby to islo, tak by buducnost’ mohla ovplyvihovat’ minulost'.
To sa dozviete na teoretickej fyzike. Nie je to fascinujuce? Vydrzte studovat’!



Ladenie gitary pomocou rezonancie

Prezradime esSte, ako mozno (relativne) naladit’ struny gitary, aby akordy nezneli
faloSne, i ked nemam hudobny sluch. Pomocou rezonancie. Gitara ma 6 strun e, a,
d, g, h, e. Naladit ostatné struny relativne ku strune napriklad a je lahke.
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Ladenie gitary pomocou rezonancie

Stlaim strunu a za Stvrtym prazcom, aby znela ako d. Brnkam na takto skratenu
strunu a toCim skusmo ladiacim gombikom struny d dovtedy, kym jemne
prilozenym prstom na strunu d necitim, ze brnkanie na skratenu strunu a strunu d
rozkmita, teda je v rezonancii, teda je spravne naladena voci strune a.



Rezonancia vo faze

Efekt rezonancie mozno poznat i na grafe fazy vynutenych kmitov v zavislosti na
frekvencii vynucujucej sily. Ako vidno na obrazku, v okoli rezonanénej frekvencie sa
faza abruptne prehupne cez nulu. Udeje sa to pat na uzkom intervale Aw = b. Pre
nizke a vysoke frekvencie je faza vynutenych kmitov posunuta o —m/2 resp. /2
voCi vynucujucej sile. V oblasti rezonancie su vynutené kmity a vynucujuca sila vo
faze. Efekt rezonancie vo faze je ludovo menej znamy ako efekt v amplitude, ale pri
analyze réznych experimentalnych dat je ddélezity a pouzivany.

Plot[1/ Sqrt[{-omega~2 + omeqal~2)~2 + 4b~ 2 ovega~2], {omega, 0., 30.},
PlotRange — Full]
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Plot[-ArcTan[2b ogeda, - omega~2 + omegal~2], {omega, 0., 30.}, PlotRange — Full]
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Co mam garantovane vediet

* pohybova rovnica timeneého harmonického oscilatora a jej rieSenie
 kvalitativny popis rezonancie v amplitude
« popisat nejaky bezny jav, v ktorom sa prejavi rezonanciaq



Matematicke kyvadlo

Hmotny bod na nehmotnom zavese dizky
[ (tyCke alebo lanku)
Trajektoriou je kruznica
V tangencialnom smere pdsobi len zlozka
tiaze o velkosti mgsin(¢).
Vychylku hmotného bodu meriame diZkou
drahy pozdiZ kruznice
Drahu od rovnovazneho bodu dofava
chapeme ako kladnu, doprava ako
zapornu
Tangencialnme zrychlenie vyjadruje
zmenu rychlosti v dotyCnicovom smere
pohybova rovnica teda bude
d?s _

mﬁ = —mgsin(yp)
drahja pozdlz kruznice sa vyjadruje ako
s = lg, preto nakoniec dostaneme
rovnicu

dzgo | ( )
— = ——gsin
12 it




Matematicke kyvadlo

To 1 isin)
—— = ——gsin
dt2 Y

Pre malé uhly plati sin(¢@) = ¢, takze
nakoniec mame

*¢ g

PR
Porovnanim s rovnicou harmonického
oscilatora

d*x K 0

@ = —E.T) = —wW T

p(t) = wo cos(wt + 9) w=1/7

19



Fyzikalne kyvadlo

Pohybova rovnica tuhého telesa rotujuceho
okolo fixnej osi (L je vzdialenost taziska od osi)

d
I2u=N
dt”
d2
Iﬁﬁ = —mgLsin(f) ~ —mgL#6
d? 0 ~ mgLQ 29
— O~ ——0=—w
dt? I
mgL
w=4/—
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Piezoelectric Effect in Quartz

No Stress Tension Compression

Silicon Oxygen
@ Atom O Atom

C4 100 pf
Ceramic
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