Skumanie vlastnosti kubickych grafov roemtovy projekt - report

Michaela Dlugosova

Zimny semester

Dolezité pojmy zimného semestra

Kubicky graf - graf, ktorého kazdy vrchol je incidetny s tromi hranami

Izomorfné grafy - grafy G; a Gs st izomorfné, ak existuje bijektivne zobrazenie f z mmnoziny V(Gp) do
mnoziny V(G2) také, ze pre vsetky vrcholy u, v grafu Gy plati: u,v € E(G1) = f(u), f(v) € E(G2) (uvedomme
si, ze ak si dva grafy izomorfné, tak maji rovnaky pocet vrcholov, rovnaky pocet hran aj rovnaké stupne
vrcholov).

Qesta - postupnost vrcholov, pre ktord plati, ze v grafe existuje hrana z daného vrcholu do jeho néslednika.
Ziadne dva vrcholy (a teda ani hrany) sa neopakuji

Problém

V roku 1987 Wormald [1] vyslovil Hypotézu o izomorfnej linedrnej particii kubickijch grafov *, ktoréd
hovori, ze ak kubicky graf m4 parny poéet hrén, tak sa jeho hrany daji ofarbit dvomi farbami tak, Ze hrany
kazdej farby indukuji mnozinu ciest a podgraf indukovany hranami jednej farby je izomorfny s podgrafom
indukovanym hranami druhej farby.

Jednoducho povedané - pokial kazdi hranu ofarbime na erveno alebo na modro tak, Ze vytvorime iba
cesty, tak v kazdej farbe je rovnaky pocet ciest kazdej dlzky.

Program

Cielom zimného semestra bolo naprogramovat program, ktory bude testovat hypotézu na ¢o najsirsej
mnozine kubickych grafov v rozumnom ¢ase. Program skusa vsetky moznosti zafarbenia pomocou rekurzie, je
viak potencidl ho v letnom semestri optimalizovat na zéklade zisteni z pozorovania a dokazovania nevyhnutnych
vlastnosti grafov.

Vdaka vyuzitiu ddtovej struktiry set namiesto pévodného vector < vector < int >> sa ¢as skrétil z
povodnych 3 hodin pre grafy so 16 vrcholmi na rddovov 30 minut. V programe je zakomponovany aj poznatok
o delitelnosti poétu vrcholov 4, vdaka ktorému program okamzite skonéi na grafe, na ktorom takéto zfarbenie
uréite nie je mozné. Viac o fiom sa mobzete docitat nizsie. Dalsie poznatky budi aplikované v letnom semestri.

Vstup a vystup

Za vstup do siboru som si vybrala subor, ktory na zaciatku obsahuje ¢islo zodpovedajice poctu
vrcholov a nasledne niekolko popisov grafov. Popis grafu pozostdva z v riadkov, pricom v je poéet vrcholov
daného grafu, v kazdom su 3 ¢isla zodpovedajice ¢islam vrcholov, s ktorymi mé vrchol hranu. Program c¢ita
subor az po jeho koniec.

Ineorientované grafy



Vstupom je zaroven vystup uz existujiceho programu [2] na generovanie kubickych grafov o zadanom
pocte vrcholov. Je upraveny len o prvy riadok zodpovedajici poctu vrcholov danych grafov.

Vystup zapisujeme do siboru - pre kazdy graf mame samostatny vypis. Vypis pozostdva z mnoziny
vektorov, kde kazdy reprezentuje pocet ciest danej dlzky pre jednu farbu. Vektor je do mnoziny pridany len
pokial existuje ofarbenie pre dané dlzky ciest splinajice zadanie.
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Figure 1: Vstup a vystup pre grafy so 16 vrcholmi

Podmienka vhodného vstupu

Na to, aby mohlo existovat zafarbenie, poéet vrcholov musi byt deliteinjf 4. Dovod je velmi
jednoduchy - predstavme si, ze mame graf s v vrcholmi. Kedze ide o kubicky graf, pocet hrén je ”—;3, pretoze
z kazdého vrcholu idd presne 3 hrany, avSak kazdd hranu zapocitame dvakréit (raz za kazdy z vrcholov, ktoré
spaja). Kazdd hranu chceme zafarbit ¢ervenou alebo modrou, pricom pozadujeme, aby vysledné podgrafy boli
izomorfné. Z definicie izomorfnych grafov vieme, Ze pocet hran oboch grafov musi byt rovnaky, ¢ize pocet hran

povodného grafu musi byt delitelny 2. Z toho dostdvame pozadovant delitelnost 4.

Program na zac¢iatku dostane pocet vrcholov kazdého z grafov v danom subore a tito podmienku overi.
Pokial nie je splnend, vypocet neprebehne.

graf by neobsahoval parny pocet hran

Figure 2: Vystup pre graf so 6 vrcholmi



Vypocet

Na zaciatku priradime kazdej hrane neutralnu farbu - t4 reprezentuje nezafarbeni hranu v danom
vypocte. Postupne prechddzame hranami od hran prvého vrcholu az po posledny a ofarbujeme ich najprv
jednou farbou, potom druhou a po ofarbeni oboma farbami vratime farbu na neutrdlnu (aby sme pocas rekurzie
mohli dant hranu znovu ofarbovat). Pocas vyfarbovania nedovolujeme, aby z vrcholu viedli tri hrany
rovnakej farby - tym by bola porusena podmienka, ze chceme cesty.

Po vyfarbeni vsetkych hran program prechadza vsetkymi vrcholmi a vzdy vezme hranu, ktord ma inud
farbu ako zvysné dve (to je zabezpecené uz pocas fazy vyfabovania). Prejde z nej do dalsieho vrcholu a zvysi
dizku aktuélnej cesty o 1. V novom vrchole mézu nastat dve situdcie - pokial si zvysné dve hrany daného
vrcholu inej farby, svoj vypocet ukonéi a zvysi pocet ciest aktudlnej dfiky o 1. Pokial st réznych farieb, vyberie
sa dalej hranou, ktorou do daného vrchola neprisiel a proces opakuje.

Po spocitani dlzok vSetkych ciest skontroluje, ¢i pocty ciest jednotlivych dlzok pre obe farby su zhodné.
Ak nie, dané ofarbenie nevyhovuje ndsmu zadaniu. Ak &no, pridd do mnoziny vysledkov dané pocty. Tieto
pocty sa po vSetkych vypoctoch na danom grafe zapiSu do vysledného suboru.

Prvé vysledky

Nakolko program vypisoval vypis pre kazdé korektné zafarbenie grafu, bolo zlozité skimat vysledky a
pripadné vlastnosti jednotlivych grafov. Po prerobeni programu na pracovanie s mnozinami sd lepSie ¢itatelné
a na zdklade nich moZeme mat rézne pozorovania.

Grafy so 4 vrcholmi maju len jedno mozné riesenie
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Figure 3: Vystup pre grafy so 4 vrcholmi

Grafy so 8 vrcholmi majd jednu mnozinu rieSeni

-

am processing graph number
6020000

®

@

1010060

®

106060100

am processing graph number
6020000

®
~

@

0101000

@

10060100

am processing graph number 3
06020000

@

®

8101000

@

106060100

am processing graph number 4
0020000

@

@

8101000

®

1000100

am processing graph number 5
6020000

®

@

el1e10ee8@0

®

106060100

am processing graph number 6
00020000

00101000

100601080

Figure 4: Vystup pre graf so 8 vrcholmi

Grafy so 12 vrcholmi maji dve mnoziny riesen{ (program spracoval viac ako 80 grafov)
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Figure 5: Vystup pre graf so 12 vrcholmi

V tvode sme si ako priklad ukédzali vstup a vystup pre grafy so 16 vrcholmi. Takychto grafov sme
skimali niekolko tisic, takze na spracovanie vysledkov je potrebné najst efektivny sposob.

Pozorovanim doteraz ziskanych vysledkov mézeme sformulovat hypotézu:
”Pre kazdy kubicky graf existuje ofarbenie vyhovujice zadaniu také, Ze obsahuje iba cesty dizky najviac 5.”

Kedze Carsten Thomassen [3] dokdzal, ze kazdy kubicky graf vieme ofarbit dvomi farbami tak, ze
hrany kazdej farby indukuji mnozinu ciest, kde kazda cesta ma dlzku najviac 5, podarilo by sa ndm rozsirit
tento dokaz o izomorfizmus jednotlivych podgrafov.



Letny semester?

Pokracovanie zo zimného semestra

V letnom semestri sme pokracovali testovanim grafov na 16 a 20-vrcholovych grafoch (na tych sme
uz len skimali platnost nagej hypotézy ”Pre kazdy kubicky graf existuje ofarbenie vyhovujice zadaniu také, Ze
obsahuje iba cesty dl/zvky najviac 5.”). Kedze vystup uz spominaného generatora grafov mal od 20-vrcholovych
grafov vystupy iného tvaru, program sme museli upravit. Zaroveii sme ho preprogramovali tak, aby sme ndzvy
stiborov mohli zaddvat priamo a nemuseli kéd otvérat a menit tdaje priamo v fiom. Vygenerovali sme aj
vstupy pre 24-vrcholové grafy, aviak prvé desatina bola testovand viac ako 7 tyzdiov na serveri. Dalsie casti
sme netestovali.

Dolezité pojmy letného semestra

Rebriky - trieda grafov, pre ktoré plati: R,, = (V;,, E,,) pricom V;, = {v1, Vg, ...y U, U1, Uy ovy U }5
E, = {uw;|l <i<n}U{uuip1|l <i<n—1}U{vvi|l <i<n—1}U{ujup,v1v,}
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Figure 6: Rebrik

Skrutené rebriky - trieda grafov, pre ktoré plati: R,, = (V,,, E,) pricom V,, = {v1, va, ..., U, U1, U2, ..., Up };
En = {UZ’UzH S ) § n} U {uiui+1|1 S ) § n — 1} U {’U[Ui+1|1 S ) S n — 1} U {ulvn,vlun}

Figure 7: Skriteny rebrik

Isaacsove snarky - trieda grafov, pre ktoré plati: R, = (V,,, E,) pricom V,, = {a;,b;, ¢;,d;|0 <=1i < n}
E, = {a;ci,bici,c;di]0 <=1 < n}U{did;+1]0 <=1 < n} U {a;bi+1/0 <=1 < n} U {bia;+1/0 <=1 < n}, resp.
cyklicky spojime dipoly Y

Figure 8: Dipol Y

Figure 9: Isaacsov snark

2V tejto casti sd  vietky obrazky grafov vytvorené pomocou  stranky https://www.nctm.org/Classroom-
Resources/Illuminations/Interactives/Graph-Creator/



Nova hypotéza

Pripomenme Wormaldovu Hypotézu o izomorfnej linedrnej participdcii kubickych grafov [1], ktord sme
spominali uz v zimnom semestri. T4 hovori, ze ak kubicky graf ma parny pocet hran, tak sa jeho hrany daju
ofarbit dvomi farbami tak, Zze hrany kazdej farby indukuji mnozinu ciest a podgraf indukovany hranami jedne;
farby je izomorfny s podgrafom indukovanym hranami druhej farby.

Rovnako pripomeiime Thomassenov dokaz [3], ktory hovori, Ze kazdy kubicky graf vieme ofarbit dvomi
farbami tak, ze hrany kazdej farby indukuji mnozinu ciest, kde kazda cesta ma dlzku najviac 5. Thomassen
zaroven tvrdi, ze jediné dva grafy, ktoré vyzaduji aj cesty dlzky 5 si dva grafy so 6 vrcholmi.

Kedze grafy so 6 vrcholmi nevyhovuji ndému zadaniu (pocet vrcholov nie je delitelny 4), my s tymito
grafmi nebudeme pracovat. To véak znamend, 7e pre vietky ostatné grafy existuje rieSenie, v ktorom staci
pouzit cesty diiky najviac 4. Rozhodli sme sa spojit Wormaldovu hypotézu s Thomassenom a sformulovat novii
hypotézu, ktora je silnejsia ako povodna:

"Kazdy kubicky graf s pdrnym pocétom hrdn sa dd hranovo zafarbit dvomi farbami tak, Ze podgrafy
indukované jednotlivymi farbami si izomorfné linedrne lesy s cestami dlzky najviac 4.”

Zéaroven sme nasli kubicky graf, ktorému nestacia cesty dfzky 3, preto sme dalej hypotézu nemenili.
Takym grafom je napriklad graf reprezentovany ako zoznam susedov:
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Testovanie

Vsetky povodné grafy do 20 vrcholov (vratane) sme opit otestovali pre novii hypotézu (teda povodny
testovaci algoritmus sme prerobili tak, aby tetsoval novi hypotézu). Kedze sa ukdzalo, ze vysledky testovania
ju podporuju, rozhodli sme sa ju dokézat pre niektoré triedy grafov.

Rebriky a skritené rebriky

Algoritmus na ofarbovanie rebrikov (pre skritené rebriky je obdobny):
Majme dany rebrik so 4n vrcholmi:
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Figure 10: Rebrik so 4n vrcholmi

1. Spojime farbou 1 vrcholy (A, B), (A, M), (B, N)
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Figure 11: Krok 1

2. Zatiname stvoricou K, L M, N, kde farbou 2 spojime vrcholy (M, N), (K, M), (L,N)
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Figure 12: Krok 2

3. Pokracujeme stvoricou "o stllpec77 vlavo, teda §tvoricou I, J K, L. Tentokrat farbou 1 spojime vrcholy
(K,L), (I,K), (J,L)
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Figure 13: Krok 3

4. Opakujeme kroky 2 a 3 pre dalsie §tvorice, vidy sa posunieme "o stl,pec” vlavo
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Figure 14: Koniec algoritmu

Veta: Pre rebriky a skritené rebriky existuje sfarbenie dvomi farbami podia nédsho zadania také, ze
v kazdej farbe mame pre graf so 4n vrcholmi n ciest dlzky 3.

Dékaz (pre rebriky, pre skritené rebriky je obdobny):
Dokazeme indukciou - béza indukcie pre n =1



Figure 15: Baza indukcie - n =1

_Predpokladajme, Ze veta plati pre graf so 4n vrcholmi. Plati aj pre graf so 4(n+1) vrcholmi? Ofarbime
graf podla nésho algoritmu - toto ofarbenie 4n vrcholov z indukéného predpokladu ofarbuje hrany tak, ze vSetko
su cesty, je ich n v kazdej farbe a vSetky su dlzky 3.
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Figure 16: Ofarbenie podla algoritmu

Ofarbime aj chybajice hrany podla nésho algoritmu.
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Figure 17: Ofarbenie chybajicich hran

Pridali sme v kazdej farbe jednu cestu diiky 3, ¢im sme ziskali dokopy n + 1 ciest dIZky 3 v kazdej
farbe. O

Isaacsove snarky

Algoritmus na ofarbovanie Isaacsovych snarkov s vnitornym kruhom pdrnej dl’z'ky

1. Spojime farbou 1 vrcholy (A, B), (B, H), teda vrchol ”strednej tirovne” s vrcholom v kruhu a ten s
vrcholom v kruhu susedného dipélu Y.



Figure 18: Krok 1

2. Spojime farbou 2 vrcholy (A,C), (A, D), (C,F) (D, E), teda zvysnd vrcholy vramci daného dipélu Y a
vrcholy ”"najvyssej urovne” s vrcholmi ”"najvyssej urovne” susedného dipélu Y.

Figure 19: Krok 2

3. Opakujeme pre kazdy dipél Y. Kedze dipélov Y je parny pocet, nikde nedojde ku konfliktu farieb. Ak je
poéet dipélov Y z, po ofarbeni tymto algoritmom budeme mat x ciest dlzky 2 a x ciest dlzky 4 pre kazdd
7 ciest.

Figure 20: Hotové ofarbenie

Veta: Pre Isaacsove snarky s kruhom péarnej diiky existuje sfarbenie dvomi farbami podla nasho
zadania také, ze v kazdej farbe mame pre graf so 4n vrcholmi n ciest dlzky 2 a n ciest dlzky 4.

Doékaz: ;
Dokazeme indukciou - baza indukcie pre kruh dlzky 2

Figure 21: Baza indukcie

Predpokladajme, ze veta plati pre graf s kruhom dfiky z. Plati aj pre graf s kruhom dfzky x+ 17



Ofarbime graf podla nasho algoritmu - toto ofarbenie 4z vrcholov z indukéného predpokladu ofarbuje hrany
tak, ze v8etko su cesty, je ich v kazdej farbe x dlzky 2 a x dlzky 4.

Ofarbime danym algoritmom aj ,Elaléie dva dipdly Y, ktoré sme pridali - dokopy sme pridali v kazdej
farbe jednu cestu dlzky 2 a jednu cestu dlzky 4. Tym dostdvame x + 1 ciest dlzky 2 a x + 1 ciest dlzky 4 pre
kazdu z farieb. O

Zaver a vyhliadky do budicna

Sformulovali sme novi hypotézu, ktorou predpokladame ze existuje k = 4, pre ktoré plati, ze kazdy
kubicky graf s parnym poc¢tom hran ma rozklad na cesty s dizkou maximélne k = 4. Okrem toho nasim cielom
pre letny semester bolo nie len hyotézu formulovat na zédklade dosiahnutych vysledkov, ale aj ju dokézat pre
niektoré triedy grafov. To sa nam podarilo pre rebriky, skritené rebriky a Isaacsove snarky s kruhom péarnej
dlzky.

N4jst algoritmus a dokaz k Isaacsovym snarkom s kruhom nepdrnej dizky sa nam nepodarilo. Do
repozirdra na githube 3 sme viak pridali sibor, ktory obsahuje vietky mozné zafarbenia grafu s kruhom dlzky
3. Na zaklade neho sme sa pokiisali ndjst vhodny algoritmus, ktory by umoziioval ofarbenie celej triedy grafov.

Okrem toho m4 viak tento roénikovy projekt potencidl pokracovat v budicnosti dokazovanim hypotézy
na dalsich nekoneénych triedach grafov popripade dokézat hypotézu pre vietky kubické grafy vyhovujice zada-
niu.
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