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Abstrakt

V naSej praci sa venujeme simulécii entropickej sily v zjednoduSenom modeli poly-
méru. Tento model pozostava z hmotnych bodov spojenych pruzinkami, ktoré su v
neustidlom pohybe vdaka kontaktu s tepelnym rezervoarom. Entropicka sila v tomto
pripade sposobi, ze tato retiazka sa pokréi a vSetky hmotné body sa k sebe pribli-
zia. Pomocou simulacie chceme ukazat, Ze entropicka sila, ktord na retiazku podsobi
je imerna vzdialenosti medzi prvym a poslednym hmotnym bodom. Vztah popisujtci
tato silu matematicky odvodime. Taktiez sa v nasej praci blizSie venujeme pojmom
entropia a entropicka sila. V simulacii pouzivame met6du Hamiltonian Monte Carlo (v
skratke HMC), ktora je vytvorena spojenym Hamiltonovskej mechaniky a Metropolis-
Haistings algoritmu. Nakoniec prezentujeme vysledky, ktoré su v stlade s teoretickym

predpokladom linearnej zavislosti entropickej sily od polohy.

Krlucové slova: entropicka sila, Statisticka fyzika, idealna retiazka, polymér



Abstract

In a presented thesis we study a simple model of a polymer which is in a contact with a
heat reservoir. This model consists of the point particles that are connected by springs
which are constantly moving because of the energy from heat reservoir. Entropic force
cause that the point particles are getting closer to each other. Our primary aim is to
prove through the use of a simulation that in this model relation between an entropic
force and position is linear. We also derive the formula that describes the entropic
force that acts on the polymer. In a presented thesis we study the entropy and entropic
force and its properties. The major part of our work consists of a simulation of the
polymer model in which we used a Hamiltonian Monte Carlo (HMC) algorithm which
was created by combining Hamiltonian mechanics and Metropolis-Haistings algorithm.
In the end we prove that the results are consistent with theoretical predictions of linear

dependency.

Keywords: entropic force, statistical physics, ideal chain, polymer
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Uvod

Entropicka sila nie je sila v pravom slova zmysle. Této sila vznika v dosledku pravde-
podobnosti systému realizovat svoj stav. Niektoré stavy, ktoré charakterizuji systém
st omnoho pocetnejSie ako iné, a preto je vacsia pravdepodobnost, Ze systém najdeme
prave v takychto stavoch.

NaSa téma préce je inSpirované nedédvnou pracou publikovanou teoretickym fyzikom
Ericom Verlindem, ktory tvrdi, Zze gravita¢na sila sa da vysvetlit pomocou entropic-
kej. V nasej praci simulujeme entropicki silu zjednoduseného modelu polyméru, ktora
spomina aj Verlinde. Na§ model je tvoreny hmotnymi bodmi spojenymi pruzinkami.
Hmotné body st v neustalom pohybe, ktory je sposobeny tym, ze systém je drzany
na teplote T'. Entropicka sila v tomto pripade sposobi, Ze tato retiazka sa pokréi a
hmotné body sa k sebe priblizia. Cielom naSej prace je ukazat, Ze entropicka sila,
ktora na retiazku posobi vdaka nenulovej teplote, je imerné vzdialenosti medzi prvou
a poslednou gulickou, podobne ako sila vyplyvajica z Hookovho zédkona. V simulacii
pouzivame metédu Hamiltonian Monte Carlo, ktord je vytvorena spojenym Hamil-
tonovskej mechaniky a Metropolis-Haistings algoritmu. Tato metéda sa pouziva na
simulaciu molekulovej dynamiky a je o nieco efektivnejSia ako samotny Metropolis-

Haistings algoritmus z ktorého vychadza.
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Kapitola 1
Co je to sila

...using only space independent concepts like energy, entropy and temperature, it is
shown that Newton’s laws appear naturally and practically unavoidably. Gravity is ex-
plained as an entropic force caused by a change in the amount of information associated

with the positions of bodies of matter.

Eric Verlinde, theroetical physicist at University of Amsterdam, NE

Témou nasej préace je entropicka sila, ktorej sa v tejto kapitole budeme venovat. Avsak
tato sila nie je typickou silou ako napriklad elektricka sila, ¢o nas privadza k rdzno-
rodosti sil a ich pévodu. V tejto kapitole sa budeme snazit poukazat na tieto rozdiely
[4], ¢o by ndAm mohlo poméct pri pochopeni entropickej sily. Taktiez sa pozrieme aj na

pojem entropia [19], ktory tizko stvisi s nasou témou.

1.1 Nie je sila ako sila

1.1.1 Antika

Myslienka existencie sily sa objavuje uz v antike [9]. Grécky myslitelia ako Aristoteles a
Archimedes rozmyslali nad pojmom sila inak ako my v dnesnej dobe. Pravdepodobne
ich k tomu viedlo vel'a kazdodennych skuisenosti, napriklad si v8§imli, Ze ked tlacia tazku
kamennu sochu, socha sa pohybuje, naopak ked tlac¢it prestant, socha zastane. Z toho
usudili, Ze ak je teleso v pohybe, tak nan v danom momente musi nie¢o posobit a to
nazvali silou. Ak by sme toto posobenie odstranili, teleso zastane. Tento koncept sily
bol v8ak nespravny. Problém bol v tom, Ze anticky filozofi si neuvedomovali, Ze medzi
zemou a sochou existuje trenie, ktoré brani tomu, aby sa socha hybala neobmedzene
bez toho, aby sme ju tahali alebo tlacili. Dalsfm problémom tejto teérie bolo vysvetlit
pohyb letiacich objektov ako napriklad 8ip. Vo vzduchu ho totiz nijak netlac¢ime dalej

a teda otézka bola ako je mozné, ze sa hybe.
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1.1.2 Newtonov koncept sily

Tento koncept sily sa vo vSeobecnosti povazoval za spravny az do priblizne 17. storocia.
Galileo Galilei uskutoc¢nil experiment, ktory prebiehal tak, Ze pustal mosadzné gule po
naklonenej rovine a meral vzdialenost ktorta gula prejde za urcity ¢asovy okamih. Zistil,
ze jednotlivé vzdialenosti sa s narastajicim casom zvacsuji. Z toho vyplyva, ze teleso
v dosledku gravitacnej sily zrychluje, takZe intuitivne chapany pojem sily suvisi so
zrychlenim a nie rychlostou, tak ako si mysleli filozofi v antike. Nésledne prisiel Isaac
Newton, ktory sformuloval tri pohybové zékony.

Druhy Newtonov zakon vravi, Ze sila sa rovnd hmotnosti vynasobenej zrychlenim.
Touto rovnicou Newton matematicky zadefinoval pojem sila. Ambiciou druhej Newto-
novej rovnice je urcenie vyvoja systému v ¢ase. Otazkou zostava, nakolko je tato de-
finicia dostacujuca. Ak by sme nemali v systéme ziadne telesd a tym padom nulovi
hmotnost, tak by v systéme nepdsobila Ziadna sila, ¢o je pomerne intuitivne. Dalej si
mozeme uvedomit, Zze ak si takto zadefinujeme pojem sily, tak v pripade, Ze celkova
sila pdsobiaca na teleso je nulové, dostavame zakon zachovania hybnosti. Newtonova
definicia sa teda zda byt najrozumnejSou definiciou sily, av8ak takto napisany zakon
definujuci silu nAm o povahe sily az tak vela nepovie, skor sluzi ako predloha podla
ktorej sa riadime ak chceme opisat ¢asovy vyvoj systému.

Newton vo svojom diele Pricipia rozmyslal nad dvomi druhmi sil - vis inssita a vis
impressa [14|. Prvy typ zahfnal vSetky sily, ktoré pochadzaju z vlastnosti telies, ako
napriklad gravitacna sila, zatial ¢o pojem wvis impressa popisoval sily, ktoré na teleso
posobia externe, napriklad tlakova sila. Zac¢iatkom 20. storocia Einstein svojou teériu

relativity revolu¢ne zmenil to, akym sposobom pojem sila vnimame dnes.

1.1.3 Gravitacia

Newtonov gravita¢ny zakon hovori, ze gravitacné sila, ktorou st dve telesa pritahované
je tmerna ich hmotnosti a nepriamotimerna ich stvorcu vzdialenosti. Za povSimnutie
stoji, ze tato sila vzdy sposobuje pritahovanie dvoch telies, na rozdiel od elektrickej sily,
ktora mé skoro rovnaky tvar, len s tym rozdielom, Ze namiesto hmostnosti figurujua vo
vzorci elektrické naboje a ind multiplikativna konstanta. Avsak tento zakon nehovori
nic o pric¢ine pritahovania dvoch telies, no napriek tomu bol Newtonov popis gravitacie
z historického hl'adiska revolu¢ny.

Pozrime sa teraz na velkost tychto sil. Uvazujme dva elektrony, ktoré sa elektricky
odpudzuju, ale gravitacne pritahuju. Ked si dohladame potrebné parametre zistime,
7e gravitacna pritazlivost je priblizne 10™*? krat mensia ako elektricka sila. Je potrebné
si uvedomit, ze tato zavislost nezavisi od ich vzdialenosti, pretoze obidve sily st ne-
priamotumerné Stvorcu vzdialenosti. V nasom pripade sme porovnévali vlastnosti toho

istého objektu - elektronu, avsak ako je mozné, ze nam vyslo také malé, resp. také velké
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¢islo? Pri hladani odpovede je potrebné pozriet sa na to, kde v prirode by sme takéto
¢islo mohli najst. Napriklad jedna teéria poukazovala na porovnanie s vekom vesmiru.
Avsak ukazalo sa, ze tato tedria by znamenala zmenu gravitacnej konstanty v ¢ase, ¢o
by spdsobovalo priblizovanie Zemi k Slnku na skale velmi dlhého ¢asu. Vysledkom by
bolo, Ze teplota Zeme by sa od okamihu zaciatku zivota zvysila asi o 100°C, ¢o nie
je vhodna podmienka na zivot. Preto dnes nepredpokladame, Zze by bola tato teoéria
spravna a tento problém nie je definitivne vyrieSeny. M6ze nam napadnut, Ze mozno
je problém v tom, Ze gravitacné konStanta nie je bezrozmerni. Ak vyjadrime gravi-
tacni konstantu pomocou bezrozmernej konstanty o dostaneme vysledok, z ktorého
vyplyva, Ze gravitaéna sila je rddovo 107 krat mensia ako elektrickd [17]. Konstanta
« je nazyvana Strukturnou konstantou a obsahuje fundamentélne fyzikalne konstanty
ako rychlost svetla ¢, Plankovu konstantu A a permitivitu vakua ¢y. Nakoniec mézeme
hmotnost elekténu vyjadrit cez Planckovu hmotnost, ktora je pozorovatelna na mak-
roskopitelnej skale. Hodnota Planckovej hmostnosti je priblizne 22 mikrogramov, pre
porovnanie, zrnko piesku véazi priblizne 1 mikrogram. Vidime, Ze nas problém spociva v
rozdielnosti hmotnosti elektronu a typickej Planckovej hmotnosti. Tento problém zostal
zatial nevyrieSeny. Napriek rozdielnosti velkosti tychto sil, podobnost vztahov, ktoré
ich popisuju viedla viacerych fyzikov k snahe zjednotit tieto dve teorie.

Zaujimavou vlastnostou gravitacnej a elektrickej sily je, Ze zatial neexistuje jedno-
znaCné vysvetlenie, ktoré by naznacovalo, Ze sa daji opisat pomocou inych sil. Takéto
sily nazyvame fundamentalne. Napriek tomu existuje viacero moznych teérii vysvet-
Tujacich povod gravitacnej sily. V poslednej podkapitole opisujeme pristup, s ktorym
prisiel nedavno holandsky fyzik Eric Verlinde, ktory naznacuje, ze povod gravitacne;
sily by mohol suvisiet s entropiou. Nasa praca je inSpirovana prave touto myslienkou
[20]. V polovici minulého storocia boli objavené aj iné fundamentalne sily a to slaba
a silné interakcia. Tieto sily sa tykaju interakcie proténov, neutrénov a elektronov v
atomoch. V dnesnej dobe sa fyzici snazia vytvorit jednotni teériu, ktora by obsahovala

vSetky spomenuté fundamentalne sily.

1.1.4 VsSeobecna teodria relativity

Na zaciatku 20. storocia Einstein ukazal, Ze Newtonov zakon neopisuje presny pohyb
telies v gravitacnom poli. Newton totiz uvazoval, ze gravitacné posobenie je okam-
7ité. To znamené, ze ak by sme teraz pohli jednym telesom, druhé teleso bude hned
tato zmenu pocitovat. Takymto spésobom by sme vedeli posielat informéacie nekonecne
velkou rychlostou. AvSak Einstein dospel tivahami k zaveru, Ze Ziaden signél sa ne-
moze sirit rychlejsie ako svetlo, pricom vieme, Ze rychlost svetla je konecné. Einstein
sa touto tvahou inspiroval a vytvoril novi teériu, ktora brala do tvahy aj konecnu

rychlost Sirenia signalu v gravitacnom poli.
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1.1.5 Trenie

Pozrime sa teraz na sily z mikroskopického hl'adiska. Zoberme si pripad odporovej sily.
Tato sila vznika vdaka pritomnosti ¢astic, ktoré narazaju do telesa (alebo teleso do
nich) a tak ho spomaluju. Z tejto uvahy je jasné, ze odporova sila ma vzdy opa¢ny
smer ako je smer pohybu telesa. Pomocou Newtonovej rovnice vieme priblizne opisat
pohyb telesa v odporovom prostredi bez toho, aby sme mali informaciu o tom kde sa
nachadza kazda castica, ktord toto odporové prostredie tvori.

V pripade tuhého telesa vzniké trenie v dosledku nerovnosti na jeho povrchu, ktoré
mu brania v pohybe. Problém je, Ze pri treni dvoch telies sa kona teplo, avSak toto
vytvorené teplo nie je vysledkom prekonavania tychto nerovnosti. Preto musi dochéa-
dzat este k dalsiemu javu a tym je deformécia. Pri strete povrchov sa povrchy mierne
deformuju a ich nerovnosti sa uhladzuju, ¢im sa do okolia uvoltuje teplo.

Ak si uvedomime, ze latky sa skladaju z atomov, trenie je potom vysledkom zlozi-
tych interakcii tychto atémov. No napriek tomu vieme aj ttato interakéni silu pomerne
dobre opisat pomocou druhej Newtonovej rovnice. V skutoc¢nosti je pravdepodobné,
7e z praktického hladiska presny opis ani nie je mozny, pretoZe sa musime presunit
na atomarnu skilu a skimat elektromagnetické interakcie medzi atémami, pricom ta-
kychto atémov mame v typickom systéme radovo 10%3. TaktieZ sa uvazuje nad tym,
¢i sa s trenim mozeme stretnut aj v kvantovej mechanike. Ukazuje sa, Ze ak by sme
pripustili existenciu trenia, vedeli by sme napriklad vysvetlit anomélie v spravani vody

na povrchu grafénu [21].

1.1.6 Fiktivne sily

Fiktivne sily vznikaja v pripadoch, kedy opisujeme pohyb telesa pomocou siradnicovej
stustavy, ktora ma nenulové zrychlenie. Takato stistava sa nazyva neinercidlna. Vieme,
ze sila je imerné zrychleniu, takze ak sa nachddzame v neinercialnej ststave, mali by
sme ocakavat, ze pohyb budeme popisovat pozmenenymi rovnicami. Najjednoduchsim
prikladom fiktivnej sily je odstrediva sila. T moézeme pocitit, ak napriklad sedime
v elektricke, ktord zataca. Odstrediva sila sposobuje, Ze pocitujeme, Ze nas sila tlaci
do strany. V skutocnosti nas ziadna ,naozajstna“ sila do strany netlaci. Problém je v
tom, Ze nevnimame, Ze sa nachadzame v neinercialnej sistave. Einsteinovi napadlo,
ze gravitacna sila moze mat préave takyto charakter [18]. Uvedomil si, Ze ak by si
pozorovatel padajici volnym padom zavrel o¢i, neuvedomoval by si, Ze naitho pdsobi
gravitatna sila a na tejto myslienke postavil vSeobecnu tedriu relativity.

Mozeme vidiet, Ze sily sa daju rozdelit na fundamentalne sily, o ktorych si zatial
myslime, Ze ich nevieme opisat pomocou inych sil, dalej sily, ktoré vznikaji v désledku
fundamentalnych sil ako napriklad trenie, tlak, norméalova sila, tahovéi sila a iné a

nakoniec tu mame fiktivne sily, ktoré nie st skutoénymi silami. Ako sme uz spomenuli,
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zatial si myslime, Ze gravitacna sila patri medzi fundamentalne sily. Avsak Eric Verlinde
vo svojej praci tvrdi, ze gravitacna sila by sa dala vysvetlit pomocou entropickej sily,

ktorej sa budeme venovat v dalsich kapitolach.

1.1.7 Sila v termodynamike

Uvazujme idealny plyn v uzavretej nadobe. Castice plynu si nateraz predstavme ako
ideélne gulicky, ktoré sa dokonale odrézaji od stien nadoby a medzi sebou neinteraguja.
V takomto plyne sa c¢astice pohybuju chaotickym pohybom, ktory je z praktického
hladiska takmer nemozné popisat, pretoze by sme museli vediet polohu a rychlost
kazdej castice. Tym, ze Castice pri naraze zmenia svoju rychlost na opacni, zmeni sa
aj ich zrychlenie a teda posobia na steny nadoby nenulovou silou. Ak teraz na chvilu
zabudneme na kvantovi mechaniku a na ¢astice sa pozerame ako na velmi malé gulicky,
na popisanie jedného metra kubického vzduchu by sme potrebovali zapisat radovo
10 riadkov papiera, v ktorych by bola informacia o polohe a rychlosti ¢astice, ¢o
implukuje, ze ak by sme chceli vediet ako sa takyto systém bude vyvyjat v ¢ase, mali by
sme riesit 10** pohybovych rovnic. Aviak na druhej strane nam velké mnozstvo ¢astic
umoziuje pomerne dobry opis systému pomocou stavovej rovnice, v ktorej vystupuja
makroskopické veli¢iny popisujice jeho stav a tie su relativne lahko meratelné. V
stavovej rovnici vystupuje na jednej strane zmena energie spdsobena silou od castic
a na druhej strane zmena celkovej energie castic (v naSom pripade kineticka energia).

Takiito rovnicu vieme napisat aj pre iné termodynamické systémy.

1.2 Entropia

Pojem entropia sa prvy krat vyskytol v sivislosti s prenosom tepla vo vratnom cykle.
Maléa zmena entropie systému je zadefinovana ako pomer malého mnozstva odovzda-
ného tepla a teploty. Teplo je veli¢ina, ktora nepopisuje stav, ale je vysledkom procesu,
¢ize mnozstvo odovzdaného tepla nevieme definovat len v jednom bode, tak ako na-
priklad potencialnu energiu. Dalej zéavisi aj od toho, akym sposobom prideme z pocia-
to¢ného bodu do koncového. Uvazujme napriklad teleso, ktoré tlacime po podlozke s
nenulovym trenim. Ak zvolime najkratsiu cestu z bodu A do B, tak odovzdané teplo
dosledkom trenia bude mensie ako v pripade klukatej cesty. Teplo, ktoré vystupuje v
definicii entropie je vysledkom procesu, pricom samotna entropia je veli¢ina popisu-
juca stav. Takato veli¢ina sa nazyva stavova. Entropia sa nezmeni v pripade, ak teplo
z bodu A do B je nulové alebo sa pocas procesu odovzda rovnaké mnozstvo tepla ako
sa prijme.

Dlho sa predpokladalo, Zze samotna hodnota entropie ni¢ neznamené a to ¢o je

skutocne dolezité je jej rozdiel. Neskor Nerst postuloval tretiu vetu termodynamickd,
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ktora vravi, ze pri skumani latok v limite nulovej teploty je entropia nulova. Tento
zakon suvisi s inym pohladom na entropiu, ktory sa ukaze byt vSeobecnejsi, ktory je tiez
nazyvany Boltzmannova entropia. Majme systém, ktory moze nadobudnit vela stavov
popisanych stavovymi velicinami. Entropia takéhoto vSseobecného systému je imerna
logaritmu poctu tychto stavov. Inak povedané, entropia ur¢uje mnozstvo informaécie,
ktoré je nam o systéme nezname. Ak mame tplni znalost systému, ktora ndm urcuje
stav vSetkych jeho podsystémov, tak hodnota entropie je nulova. Zoberme si priklad
minci, ktoré st uloZené v krabici. KedZe sme fiou zatriasli, nevieme ktoré mince budu
hlavou hore a ktoré hlavou dole. Stav systému je v tomto pripade uréeny poctom
minci oto¢enych hlavou nahor, mince hlavou nadol si vieme dopocitat, pretoze pozname
celkovy pocet. Ak mame informéciu ktord ndm vravi, ze vSetky mince st otocené
nahor, vieme povedat stav kazdej mince. Podobne v pripade ak st oto¢ené nadol.
Takze entropia je nulova. Ak je ¢o i len jedna minca otocend inak ako ostatné, kedze
nevieme o ktort mincu ide, a preto moznosti ktorymi vieme tento stav popisat je viac

ako 1. Z toho dovodu je entropia nenulova.

1.3 Co je to entropicka sila?

Entropicka sila je emergentné sila, ktorti vieme popisat beznymi makroskopickymi ve-
licinami, avSak jej povod je vysledkom tendencie termodynamického systému maxi-
malizovat svoju entropiu [20] [12]. Ak ma termodynamicky systém dostato¢ne vela
stupnov volnosti, a teda mozZze tak nadobudnut mnoho stavov s prislichajucimi prav-
depodobnostami, statisticky sa systém ocitne v okoli stavov s najvacsimi hodnotami
pravdepodobnosti. Inak povedané, systém prechadza cez svoje stavy, pricom najcastej-
Sie sa zdrzi v takych, ktoré maji pocetnejsie zasttipenie.

Predstavme si teraz, Zze na systém posobime externou silou. Nésledkom tohto pé-
sobenia sa zmeni rovnovazny stav systému. Ak nésledne prestaneme posobit externou
silou, systém sa vrati do svojho povodného rovnovazneho stavu. Systém teda zmenil
svoj stav, takze nan musela posobit sila, ktora savisi s entropiu, a preto ju nazyvame
entropicka.

Charakteristickou vlastnostou entropickej sily je zavislost od teploty. V termodyna-
mike vo v8eobecnosti plati, Ze entropia zavisi od teploty, preto by sme mohli oc¢akavat,
ze aj entropicka sila. Dalej si mbézeme uvedomit, Ze jej smer je prave taky, aby sposobila
narast entropie systému a znizila mu jeho energiu.

Akt tlohu hra v tomto pripade energia? Veli¢ina popisujtuca entropiu a energiu sa
nazyva volna energia. Zmena volnej energie urcuje mnozstvo prace, ktoria moze systém
vykonat pri konstantnej teplote a tlaku. Vztah pre volnu energiu je F = E — TS, kde

E je vnutorné energia, 7' je teplota a S je entropia systému. Termodynamické systémy
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maju tendenciu minimalizovat energiu a maximalizovat entropiu. AvSak moze sa stat,
7e energeticky vysSie stavy maju pri nenulovej teplote velka hodnotu entropie, takze
ich voIna energia je mensia ako energia zékladného stavu. Vidime teda, ze v skutocnosti

sa jedna o sutazenie medzi entropiou a energiou.

1.4 Priklady a vyuzitie

Ukazuje sa, ze pomocou entropickej sily vieme vysvetlit hned niekolko znadmych fy-
zikdlnych javov, ktoré sivisia s chémiou a biolégiou, ako napriklad osmoéza, v ktorej
entropicka sila sposobuje vyrovnanie tlakov [1], difazia, ktora suvisi s Brownovym po-
hybom ¢astic [12], tlak ide4lneho plynu na steny naddoby a iné. Avsak asi najznamejsim
prikladom je studium elastického polyméru. Polymér je zloZeny z velkych molekul na-
zyvanych makromolekuly. Ak teraz vlozime takyto polymér do tepelného kipela a stav
polyméru charakterizujeme len vzdialenostou medzi prvym a poslednym monomérom,
tak stav v ktorom je polymér rovny je len jeden. Av8ak ovela vac¢Sie mnozstvo stavov
je v pripade, ak je polymér skréeny, takZze na to, aby sme polymér udrzali natiahnuty
na uréitej dlzke musime aplikovat externu silu, ktora je rovnako velka, ale znamien-
kom opac¢na ako entropicka sila. Da sa ukazat, Zze tato sila, ktora sposobuje skréenie
polyméru je timernd Fgr «x kpT R, kde kp je Boltzmannova konstanta, 1" je teplota
tepelného kupela a R je vektor od prvého k poslednému monoméru [16]. MoZzeme si
vSimnut, ze entropické sila ma v tomto pripade tvar sily z Hookovho zakona F' = —kz,

kde k je tuhost pruzinky a x oznacuje polohu.

1.4.1 Entropia Ciernych dier - Bekensteinova hranica

Steven Hawking si pri skimani ¢iernych dier v8imol, Ze pri ich vzajomnej zrazke plocha
¢iernych dier narasté, ¢o mu pripomenulo druhy zakon termodynamicky, ktory vravi,
ze entropia systému moze rast alebo zostat nezmenena. Touto mySlienkou sa inSpiro-
val Jacob Bekenstein, ktory pokracoval v skiimani entropii ¢iernych dier. Bekenstein
ukézal, Ze entropia ¢iernych dier je priamoumernda jej ploche [2]. V roku 1995 Ted
Jacobson ukazal, Zze z Bekensteinovej hranice a termodynamickych zakonov je mozné
odvodit Einsteinove rovnice gravita¢ného pola [7]. Tymto vysledkom bola ingpirovana

aj Verlindeho teoria.

1.5 Stucasny stav

Okrem spomenutych prikladov, ktoré si dolezité aj v inych vedeckych disciplinach,

sa pojem entropickej sily stal vyznamnym aj v oblasti teoretickej fyziky. V roku 2009
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holandsky teoreticky fyzik Erik Verlinde publikoval pracu [20], v ktorej uviedol, ze gra-
vitacna sila by sa dala vysvetlit pomocou entropickej sily a entropie, ktord moézeme
chapat aj ako mnozstvo znamej informacie o systéme. Ak je systém v stave s malou
entropiou, tak vieme o nom skoro vSetko. Verlinde tvrdi, Ze informacia o polohe telesa
stvisi s entropiou, ktora je imerna vzdialenosti. Nasledne je kazdej zakladnej jednotke
informacie pridelena cast energie telesa. Pri zmene tejto energie posobi na teleso sila,
ktora, ako neskor ukaze, je rovnéa gravitacnej, tak ako ju pozname z Newtonovho gra-
vita¢ného zakona. Téma naSej prace bola insSpirovana Verlindeho teériou, avsak blizsie

sa jej uz v nasej praci venovat nebudeme.



Kapitola 2
Teoreticky tvod

V tejto kapitole chceme ukazat, Zze entropicka sila v idealizovanom polyméri je timerné
polohe a teplote. Vysvetlime model idealnej retiazky, ktory slizi na zjednoduSeny opis
polyméru a nésledne vypocitame entropicku silu v tomto modeli. V simulécii vyuzi-
vame modifikovany model idealnej retiazky, v ktorom st pozmenené interakcie medzi
jednotlivymi ¢astami polyméru. Na zéver odvodime entropicku silu pre takyto systém.

V celej kapitole citujeme pracu W. Steggerda [16].

2.1 Polymér

V nasej praci simulujeme vel mi zjednoduSeny model polyméru v tepelnom kupeli. Poly-
mér je zlozeny z makromolekil, ktoré tvoria monoméry. Tieto monoméry sii stavebnymi
jednotkymi polyméru. [11] Medzi polyméry patria napriklad proteiny a DNA, ktore;
monoméry st drzané vodikovymi vdzbami. V pripade polymérov sa pohybujeme na

skalach desiatok az stoviek A.

Nasa préca tzko stvisi s modelom idealnej retiazky, ktory sltzi na jednoduchy opis
polyméru. V tomto modeli zanedbavame vsetky zlozité interakcie medzi monomérmi.
Na dalsie ivahy nam staci uvazovat iba tazisko monoméru. balej predpokladajme naj-
jednoduchsi typ interakcie medzi jednotlivymi monomérmi, t. j. monoméry st od seba
vzdialené konStantnou vzdialenostou, pricom sa mozu volne otacat okolo svojho taziska.
Uvazujme tiez, ze pri zmene polohy monoméru si vSetky smery rovnako preferované
a monoméry sa mdzu navzajom krizovat bez toho, aby doslo k vzajomnej interakcii.
Napriek takémuto vyraznému zjednoduseniu vieme pomocou tohto modelu dostato¢ne

dobre popisat polyméry s velkou tuhostou, ako napriklad DNA.

11
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2.2 Entropia ndhodnej chodze

V tejto podkapitole chceme ukazat ako sa sprava entropia v pripade jednorozmernej
nahodnej chddze [5]. Zavedme si 2 ako vzdialenost od po¢iatku. Urobme N nédhodnych
krokov s rovnakou dlzkou [. Ozna¢me N, ako pocet krokov v kladnom smere a N_ v
zapornom. Dalej predpokladajme, ze N, a N_ st zname. Vzdialenost = sa da vyjadrit
ako x = (N, + N_)Il. VSimnime si, Ze vysledna vzdialenost je stav, takZe nepotrebujeme
vediet akym sposobom sme sa dostali do vzdialenosti x.

Takyto stav mozeme dosiahnut viacerymi konfiguraciami krokov. Pocet sposobov

ktorymi vieme nakombinovat dany stav sa da vyjadrit pomocou kombina¢ného ¢isla

N N N
v (N) S NN (VI 21)

Entropia systému je rovna In (2. Uvazujme teraz uz len pripady v ktorych plati, ze
N > 1, ¢o plati vo vacsine pripadov v termodynamickych systémoch. V tomto pribliZeni

. e -
vieme pouzit Strilingov vzorec

nQ~NInN—-N—-(N,InN, —=N,)—(N_InN_—-N_) (2.2)

— NInN—N,InN, — (N = N,)—In(N — N,), (2.3)

N.
pricom sme vyuzili, ze N_ = N — N,. Ak teraz zavedieme ¢ = WJF, dostavame vzorec
InQ = —Nglng+ (1 - q)In(1 - q)]. (2.4)

Pozrime sa na extrém tejto funkcie:

dIn q 1
=-—NI =0 ==
dq Il1—q —4 2

(2.5)

Vypocitanim druhej derivacie zistime, Ze v bode ¢ = % mé funkcia maximum. Vidime
teda, ze v jednoduchom systéme v ktorom sa pohybujeme ndhodnym smerom plati, Ze
najvacsi pocet sposobov akym mozeme dany stav realizovat je v pripade ak N, = N_.
V tomto bode je entropia systému najvicsia. Ealej si moéZeme v8imnut, Ze je velmi
pravdepodobné, Ze sa budeme pohybovat prave v okoli pripadu Ny = N_, ¢ize v okoli

stavov s maximalnou entropiou a z = 0.

2.3 Entropicka sila v polyméri

Pozrime sa teraz blizsie na odvodenie vztahu pre entropicki silu v polyméri. Centralna

limit4 teoréma nam vravi, ze ak skimame nezavislé premenné, tak ich pravdepodob-
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nostné rozdelenie inklinuje ku Gaussovmu rozdeleniu pravdepodobnosti. V nasom pri-
pade st nezavislé veli¢iny zlozky vektora R, ¢ize R,, R, a R.. Pre Gaussovské rozdelenie

plati, Zze ak = je naSa skimana premenna, hustota pravdepodobnosti je dana ako

—3(r—p)?
p(r) = Age EES ) (2.6)
1
kde A, = 5 je normaliza¢né konstanta, o je smerodajné odchylka a p je stredna
o\ 21

hodnota rozdelenia.

Ak si teraz zavedieme vektory r; medzi kazdou dvojicou monomérov, tak vysledny
N

vektor R je zadefinovany ako R = Z r;, kde N je pocet vektorov spajajiacich N + 1
i=1
monomérov s priemernou dizkou . Stredna hodnota vektora R je nulova. Intuitivne je

tento vysledok oc¢akavatelny, pretoze pohyb polyméru je ndhodny a pri pohybe nie je
preferovany ziaden smer. Vidime, Ze z nulovosti R vyplyva, ze v Gaussovom rozdeleni

bude p nulové.

Varianciu zlozky vektora R v smere x vieme vypocitat pomocou vztahu

N N

or, = Y ((Ri3) — (R.)?) = Y (RY), (2.7)

i=1 i=1
pretoze (R) = 0. Z centralnej limitnej teorémy vyplyva, ze or, = No,,, pricom o,,
vieme vypodéitat ako priemernt hodnotu z? na povrchu gule s polomerom [

1 12

=-— 2dS = —. 2.8
© T dnl J " 3 (28)

Or
Podobny postup moézeme zopakovat aj v smere osi y a z. Ak vyuzijme vztahy pre og,, o,
a fakt, ze celkova hustota pravdepodobnosti p(R) je suc¢inom hustot pravdepodobnosti

PR.> PR, & PR,, tak dostdvame vysledny vztah

3 \Y? —mer2en?) 3 \%?
R) — — Nz = aNiZ | 2.9

Mozeme si vSimnit, ze stav systému je popisany iba vzdialenostou R, ¢o sme aj ocCa-
kavali. Z posledného vztahu vidime, Ze priestor hustoty stavov takéhoto systému je
spojity. Je pomerne prirodzené tvrdit, Ze hustota stavov je imerné pravdepodobnosti
P(R). Neskor uvidime, ze na vypocet entropickej sily nepotrebujeme vediet explicitna

zavislost P(R). Entropia je potom dana vztahom

_3kBR2

S =kglnQ(R) =kglncP(R) = SN

+e (2.10)

co a ¢ su realne konStanty.

Na to, aby sme vedeli vypocitat pracu, ktori méze polymér vykonat za konstantného
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tlaku a teploty, potrebujeme vediet jeho voInu energiu. Kedze sme vetky vizby medzi

monomérmi nahradili konstantnymi vdzbami, tak jeho vnutorna energia bude nulova:

3kpR?
F=U-TS=T : 2.11
U S N2 +c (2.11)
Silu pésobiacu na polymér, ktora zavisi od vektora R vypocitame ako gradient volnej
energie
3kgT
=—-VF =— R. 2.12

Dostavame tak vysledny vzorec pre entropickd silu polyméru. Skimajme teraz jeho
vlastnosti. Ako sme uviedli uz v predoslej podkapitole, charakteristickymi vlastnostami
entropickej sily je zavislost od teploty a jej smer je prave taky, aby sposobila néarast

entropie. Moézeme si vSimnut, Zze tato sila je podobna Hookovmu zakonu F' = —kux,
kgT

12
na smer tejto sily. KedZe je podobna sile z Hookovho zakona, tak smeruje vidy od

pricom v nasom pripade je tuhost k& = linedrne zéavisla od teploty. Pozrime sa
koncového monomeéra k pociatocnému. Lahko sa presvedéime, Ze v tomto smere rastie

aj entropia.

2.3.1 Modifikovany model idealnej retiazky

V naSej préaci neskiimame priamo model ideal chain. V modeli nahradime pevné tyce
pruzinkami, ¢ize skiimame retiazku hmotnych bodov, ktoré medzi sebou interaguju iba
pomocou pruziniek. Pruzinky sa neohybaju a k hmotnym bodom st pevne pripevnene.
Ako vyzera v takomto pripade vzorec pre entropicku silu? Pri vypocte by sme postu-
povali tiplne rovnako ako pri pocitani entropickej sily v modeli ideal chain az do bodu,
v ktorom sme podcitali volna energiu. KedZe medzi molekulami méame interakciu, ktoréa
sa s Casom meni, vnitorna energia bude nenulova. Z ekviparticnej teorémy vieme, Ze
na kazdy stupen volnosti pripada energia F = %k‘BT, takZe vysledna volné energia by
sa vyjadrila nasledovne
2
F—U—TS—%@T+T?§£

Silu zistime derivovanim podla stradnic, avSsak vnutornéd energia nezéavisi od polohy,

+e (2.13)

takze dostavame rovnaky vysledok ako v pripade idealnej retiazky.



Kapitola 3
Hamiltonian Monte Carlo

V tejto kapitole sa bliz§ie venujeme metdéde Hamiltonian Monte Carlo (HMC), ktora
tvori zaklad nasho programu. Na zaciatok si vysvetlime Metropolis-Haistings algorit-
mus, ktory tvori zédklad pre HMC. Nasledne sa budeme venovat Hamiltonovskej me-
chanike a aj to akym sposobom vstupuje do HMC algoritmu. Nakoniec sa pozrieme na
Leapfrog algoritmus pomocou ktorého sa pocita zmena polohy a hybnosti v HMC. Pri

spracovani textu sme pouzili nasledujicu literatiru [3| [10] [15].

3.1 Metropolis-Haistings algoritmus

Predtym ako vysvetlime samotny HMC algoritmus, pozrieme sa najskér na Metroplis-
Haistings algoritmus, z ktorého HMC vychadza. Uvazujme premenni z, ktorej prislicha
pravdepodobnostné rozdelenie s hustotou pravdepodobnosti p(z). Princip Metropolis-
Hastings algoritmu spociva v generovani hodnoty premennej x, pricom plati, Ze ¢im
viac vzoriek vygenerujeme, tym viac sa priblizime k idealnemu pravdepodobnostnému
rozdeleniu. V kazdej iteracii sa pri vybere novej hodnoty premennej x berie do tivahy
aj predosla a nasledne sa nova hodnota akceptuje s urc¢itou pravdepodobnostou. Téato
pravdepodobnost sa nazyva podmienend pravdepodobnost, pretoze je zavisly z predos-
lej hodnoty. Definujme teraz P(z'|x) ako pravdepodobnost, Ze pri danej hodnote x sa v
nasledujucej iteracii vyberie hodnota z’. Pravdepodobnost s akou budeme akceptovat

novi hodnotu z’ je

P'|z) = &) (3.1)

Nasledne vygenerujeme ¢islo ¢,q, z intervalu (0, 1) a porovname ho s pravdepodobnos-
tou P(x]z"). Ak je tato pravdepodobnost vicsia ako ¢,q,, novit hodnotu x’ akceptujeme,
naopak, ak je mensia ako ¢4y, novii hodnotu 2’ zamietneme, ¢ize ponechame povodnt

hodnotu z.

15
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3.2 HMC algoritmus

HMC algoritmus alebo Hamiltonian Monte Carlo algorithm, niekedy tiez nazyvany
aj Hybrid Monte Carlo algorithm, sa pouziva v molekulovej dynamike na simulaciu
systémov na zistenie strednych hodnot réznych fyzikalnych veli¢in. Pomocou HMC al-
goritmu vieme zistit rozne fyzikalne vlastnosti materidlov alebo kvapalin ako je teplota
topenia, teplota varu a iné. AvSak vyuzitie si naglo aj v oblasti teoretickej fyziky a to v
kvantovej chromodynamike [10], ktora sa zaobera silnymi interakciami medzi kvarkami,
dalej sa pomocou tohto algoritmu rieia viaceré problémy sivisiace so Statistikou. Z
nazvu je zrejmé, ze sa v algoritme vyuziva Hamiltonovskéd mechanika skombinované s
Metropolis-Hastings algoritmom. Z toho vyplyva, Ze interakcia medzi molekulami musi
byt znama, pretoze vstupuje do Hamiltonovych rovnic. Konkrétnu realizéciu si vysvet-
lime v nasledujicich podkapitolach. Vyhodou tohto algoritmu je, Ze je efektivnejsi ako
samotny Metropolis-Haistings algoritmus, pretoze kroky st podmienené Hamiltono-
vymi rovnicami, a teda nie st iplne nahodné. Vysledné data st tak menej korelované,

a preto staci menej iteracii na dosiahnutie rovnakej standardnej odchylky.

3.2.1 Hamiltonovskad mechanika

Uvazujme hmotny bod so stradnicami q a hybnostami p, ktory sa nachadza v poten-

ciali U(q), jeho Hamiltonove rovnice vyzeraju nasledovne

e Al v LT 4 12 2

il o (3.3)

kde H(q,p,t) je Hamiltonian, ktory je zndmy. Hamiltonové rovnice sliZia na opis

pohybu hmotného bodu v danom potenciali. Ak by sme systému dodali “energetické
kopnutie”, jeho hybnost by sa zmenila o dp a poloha o dq. Tento proces je zobrazeny
nizsie na obrazku 2.1.

Jednou z vlastnosti Hamiltonianu, ktora sa v HMC algoritme vyuziva je, Ze sa v Case

zachovava

(3.4)

dH q p,t) i dg; 0H(q, p,t) +dpiaH<q7p7t>
dt 0q; dt Op; ’

=1

kde D je dimenzia priestoru. Vyuzijuc vztahy pre Hamiltonové rovnice dostavame

(3.5)

-y OH ( q p,t)0H(g,p,t) OH(q,p,t)0H(q,p.t)) _
0q; dq; Ip; '

i=1
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Obr. 3.1: Pohyb hmotného bodu v potencialy U(z) bez trenia. Na za¢iatku bol hmotny
bod (vyznaceny Sedou farbou) v potencidlnom minime, potom sme mu udelili hybnost
op, Co sposobilo jeho rozpohybovanie.

3.2.2 Eulerova metéda vs. Leapfrog

Na vytvorenie algoritmu, ktory slizi na popis pohybu hmotného bodu potrebujeme
poznat Hamiltonian. Uvazujme pripady, v ktorych je Hamiltonian tvoreny iba suc-
tom kinetickej a potencialnej energie H(q,p) = T(p) + U(q), pricom U(q) je znamy
potencial.

Prvy pristup je pouzitie Eulerovej metody. Princip tejto metédy spociva v tom, ze
pri pocitani novej hodnoty nasej premennej si jej funkciu rozvinieme do Taylorovho
radu a uvazujeme iba prvé dva Cleny, pricom ostatné zanedbame. Tento algoritmus méa

pre jednu premennt nasledujicu struktiru

Tpi1 = T, + ALf(t, 1), (3.6)

pricom At je ¢asovy krok a f'(t,y) je uplna Casova derivacia. Ak teraz pouZijeme
tiato metodu na opis systému, ktory je popisany Hamiltonovymi rovnicami, dostavame

iteracné vztahy pre polohu a hybnost

pilt+e) = pilt) + S‘Z: (t) = pilt) - 5% = pilt) - e%qft)) (3.7)
lt+2) = a0 + ) =) + XL g+ 2 o)

pricom index i oznacuje zlozku vektora. Je potrebné spomenut, Ze najprv spoc¢itame
vSetky zlozky vektora p a az nasledne zlozky vektora ¢. Tento pristup vo vécsie pripadov
nie je dostato¢ny, pretoze schéma rychlo diverguje. Trochu uzito¢nejsim algoritmom st

modifikované Eulerove rovnice. Tieto rovnice sa lisia od pévodnych iba v tom, Ze nova
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polohu pocitame z predtym vypocitanej hybnosti v case t + €.

Druhy algoritmus, nazyvany Leapfrog, je ovela efektivnejsi a pri vhodnej volbe
¢asového kroku e diverguje velmi pomaly. Vo vicsine pripadov je Leapfrog algorit-
mus postacujuci. Princip algoritmu je podobny ako v pripade modifikovanej Eulerovej

metody, v ktorej sa pocita nova poloha z predtym vypocitanej hybnosti.

e +2/2) = lt) — (¢/ A 39)
¢t +¢) = q(t) +a]%<t+?/2) (3.10)
pi(t+e)=pi(t+e/2) — (5/2)%(;—6)) (3.11)

Moézeme si vsimnut, ze oproti Eulerovej metode sa pocitanie hybnosti rozdelilo na dve

Casti a pri pocitani polohy berieme hodnotu hybnosti v ¢ase t 4 £/2.

V naSom programe pouzivame modifikovany Leapfrog algoritmus:

e +2/2) = lt) — (¢/2 A (3.12)

qi(t +¢) = q(t) + 51%(%;/2) (3.13)

it +3/29) = i+ of2) - 2L L) (3.14)
it +29) = gt )+ LTI (3.15)

Pt +26) = pilt + 3)26) — (/2219 (EF 2€)) (3.16)

dyq;
Vidime, Ze modifikovany Leapfrog algoritmus je velmi podobny tomu poévodnému,
takze hybnosti st opét pocitané v necelo¢iselnych nasobkoch e, avSsak v tomto pri-

pade dostavame vysledné hodnoty v éase t +2¢ anie t +¢. 6]

aU(q(t))
Jq;

sila, ktora na hmotny bod poésobi. Inymi slovami, tento ¢len v Leapfrog algoritme ur-

f)alej si mozeme vsimnut, ze ¢len ———== pri pocitani hybnosti nie je ni¢ iné ako
¢uje, ktorym smerom sa méa hmotny bod pohnit. Ak sa ndm napriklad stane, Ze mame
v programe chybu, ktora sa prejavuje takym spdsobom, Ze systém sa z dlhodobého
hladiska vzdaluje od energetického minima, tak je velmi pravdepodobné, ze chyba v

programe sa bude nachadzat prave v tejto casti.
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Obr. 3.2: Znéazornenie modifikovaného Leapfrog algoritmu na ¢asovej osi. Oznacenie
t./o znamend Cas t + ¢/2, obdobne pre zvys$né casy. Algoritmus leapfrog, preskakuje
hodnoty polohy v ¢asoch t./; a t3/2., pricom pri vypocte pouZziva hodnoty hybnosti,
ktoré st pocitané v celo¢iselnych okamihoch.

3.2.3 Metropolis-Haistings algoritmus v HMC algoritme

V nasej praci skimame termodynamicky systém, pre ktory plati, ze hustota pravde-
podobnosti je tmerna exp(—H/(kgT)], pricom H je Hamiltonian. Z toho vyplyva, ze
pravdepodobnost prijat novii polohu je rovna P = exp|AH/(kgT)], kde AH je rozdiel
Hamiltonidnov pred a po uskutoc¢neni jedného cyklu Leapfrog. Ako sme spomenuli uz
v podkapitole o Metropolis-Hastings algoritme, tito pravdepodobnost porovnavame s
nahodne vygenerovanym ¢islom ¢4, z intervalu [0, 1]. Ak je P > ¢;qp, tak je nova po-
loha prijata, naopak ak P < ¢4, nova poloha je odmietnutéa, takze poloha sa nezmeni.
Uvedme si pripad, v ktorom uvazujeme A H blizke nule, ¢iZe energia sa po uskuto¢neni
Leapfrog cyklu skoro vobec nezmenila. V tom pripade je hodnota P blizka 1, takze

krok bude s vel'mi velkou pravdepodobnostou akceptovany.
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Obr. 3.3: Akceptacia novej polohy v HMC. Vyuzitim HAmiltonovskej mechaniky, Le-
apfrog algoritmu a Metropolis-Hastings algoritmu vieme dosiahnut najdenie potencia-
lového minima. Na obréazku s zobrazené dve z velkého mnoZzstva moznosti, ktoré mozu
nastat pri pouziti HMC algoritmu. Cervena farba zobrazuje menej pravdepodobnu po-
lohu a zelen4 istu.

3.2.4 HMUC algoritmus v porovnani s Monte Carlo met6dou

V Leapfrog algoritme vyuzivame Hamiltonové rovnice, ktoré poc¢itaji novi polohu na
zéklade zndmeho potencialu. To znamena, Ze nové poloha, ktora vstupuje do Metropolis-
Hastings algoritmu, nie je ndhodne generovana ako v pripade Monte Carlo metody. V
Monte Carlo metdde sa nova poloha nepocita v zavislosti od systému ktory skiimame,
ale iba sa vygeneruje ndhodné ¢islo z intervalu (—k, k). To sposobuje, Ze potrebujeme

spravit viac iteracii v simulécii ako pri metéde HMC, a preto je menej efektivna.



Kapitola 4

Simulacia modifikovaného modelu

retiazky

Pozrieme sa konkrétnu realizaciu HMC v naSej simulacii a nasledne uvedieme a roza-

nalyzujeme pseudokdéd nasho programu.

4.1 Vyuzitie v simulacii

V nasej praci simulujeme retiazku linearnych oscilatorov pri teplote T'. To znamené, ze
kazda gulicka predstavujica hmotny bod je spojena so susednymi gulickami pruzinkou.
Algoritmus HMC sme pouzili na vypocet polohy kazdej gulicky v danych ¢asovych
intervaloch. Hamiltonidny prvej, poslednej a strednych gulic¢iek su rozdielne, vdaka

rozdielnym potencialom

1 & 1 D :
Hy = %Zp%l+§k< Z($5_$§)2_5> (4.1)
i=1

=1

2 D 2
, 1 5 1 i i 1 i i
H, = om le”i+§k< Z(xn — 1) _l> * §k< Z(an —ay)? _l> (42)

i=1

A 1 oo ’
Hy = om ZP?\M + §k< Z(aﬁv — Ty 1) — l) : (4.3)
i=1 i=1
kde [ je pokojovéa dlzka pruzinky. Prvy ¢len vo vietkych troch Hamiltonianoch pred-
stavuje kineticka energiu, d'alsie ¢leny potencialnu energiu. V rovnici pre H; mame
interakény ¢len medzi prvou a druhou gulickou, podobne posledna rovnica pre Hy ob-
sahuje interakény ¢len medzi poslednou a predposlednou gulickou. V rovnici pre ostatné

gulicky st zapocitané interakéné cleny od dvoch najblizsich susedov.

21



22 KAPITOLA 4. SIMULACIA MODIFIKOVANEHO MODELU RETIAZKY

Obr. 4.1: Potencial vystupujici v H; a Hy v 2D. Za x4 (alebo x%_,) sme dosadili
hodnotu 1, &ize druha (alebo predposledna) gulicka lezi v bode [1,1]. Pokojovt dlzku
pruzinky sme si zaviedli s dizkou 1. Prvé (posledna) gulicka sa moZe okolo nej pohybovat
v potenciali, ktory je zobrazeny v grafe. Minimum potencialnej energie lezi na kruznici
si stredom [1,1] a polomerom 1.

Obr. 4.2: Zobrazené funkcie st potencidly od n-1 a n+1 gulicky v 2D. Za r 41 Sme
dosadili hodnotu 1, ¢ize n+1 guli¢ka lezi v bode [1,1]. Za z;,_; sme dosadili hodnotu -1,
¢ize n-1 gulicka lezi v bode [-1,-1]. Pokojovii dlzku pruzinky sme si zaviedli s dlzkou 1.
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Obr. 4.3: Potencial pre U,, v 2D. Interakéné ¢leny pochadzaji od n-1 a n+1 gulicky v
2D. Za z!, sme dosadili hodnotu 1, ¢ize n+1 gulicka lezi v bode [1,1]. Za z},_; sme
dosadili hodnotu -1, &ze n-1 gulicka lezi v bode [-1,-1]. Pokojovii dlzku pruzinky sme
si zaviedli s dlzkou 1. Vidime, Ze minimum je v bode [0,0,0], ¢o nam vravi aj intuicia.

V nasom modeli sa entropicka sila vyskytuje prirodzene, z dovodov ktoré sme uviedli v
prvej kapitole. KedZe entropicka sila v naSej simulacii smeruje do stredu retiazky, tak v
pripade prvej a poslednej gulicky pridame okrem sily od susediacich guli¢iek konstanta
silu F' = ¢, pricom ¢ > 0, ktora je opacna ako entropické sila. Podla teoretického
predpokladu by sme mali pozorovat pri zviacSovani tejto sily, ze vzdialenost medzi prvou
a poslednou gulickou bude linearne rast. Hamiltoniany sa teda zmenia nasledovnym

sposobom

D 2
1 2 1 7 7
H, = % El P+ 51{7( E (371 - 1‘2)2 - l) — Ol (4'4)

D D 2
1 1 , .
Hy =5 b+ §k( > (@ — wh1)” = z) + ca;. (4.5)

Vidime, ze sila [’ taha prva gulicku dolava, posledni doprava, ¢ize mé opacény smer
ako entropicka sila. Odvodené potencidly vstupuja do Leapfrog algoritmu, v ktorom

potrebujeme vypocitat ich derivacie
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oU;y . o) — (le _xé) — _ —l xt — gt

o, = k(S1(z7) l)—Sl(SCZi) k<1 Sl(ﬂl))( 1 5) (4.6)
o, iy ) iy -y T = )
oz, ~ MEnlon) =DTg ey M Shalan) = D75 4D

k:(l - ﬁm) (a —ai )+ k(l - #@)) @—ai,)  (48)

aai]: k(S (aty) — ) ) k(l _ SN;) (@ — 2ty ),  (4.9)

Sn () (zy)

D D
pricom sme si zadefinovali ~ S; = E (2 — 2%)?, Spn1 = E (i —at )2,

n n—1
i=1 i=1

D D

Spt1 = g (28—l )%, Sy = E (zf, — 2'%_,)? a dolné indexi pri sumach a
i=1 i=1

potencialoch oznacuju gulicku, na ktord sa vztahuju.

4.2 Pseudokd6d simulacie

V tejto podkapitole v kratkosti slovne opiSeme princip nasho kodu.

1. zadefinovanie funkcie leapfrog

2.

3. funkcia HMC: {

4. nastavenie pociatoc¢nych poldh guliciek

5. {

6. pre N gulic¢iek wvykonaj:

7. {

8. ndhodné vygenerovanie hybnosti z intervalu
9. (=p,pP)

10. vypocCitanie Hamiltoniénu

11. zavolanie leapfrog funkcie pre n-tu gulicku
12. vypocCitanie Hamiltoniénu

13. akcepovanie/odmietnutie novej polohy

14. }

15. zapis vzdialenost’ 1. a N-te]j gulicky
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16. }

17. }

Algoritmus pre funkciu Leapfrog sme uviedli uz v predchadzajicich kapitolach vo forme
v ktorej by sa mala dat prepisat do programovacieho jazyka ako napriklad Python alebo
C+-+. V naSom programe sme si pre jednoduchost zaviedli este d'alsiu funkciu, ktora
pocita silu pre danu gulicku v urc¢itom casovom okamihu. Zavedenie tejto funkcie nie
je nutné, avSak robi program prehladnejSim.

Nasleduje cyklus v ktorom prechadzame cez vSetky hodnoty konstant ¢, ktoré vy-
stupuju v sile F'. Zvoleny interval (a,b) zavisi od viacerych premennych ako teplota,
dlzka retiazky a iné. V tomto cykle si na zaiatku nastavime pociatoéni polohu viet-
kych guli¢iek a nésledne simulujeme pohyb guli¢iek. Na zaciatku sa vygeneruje ndhodné
hybnost z intervalu (—p, p), ktora vstupuje do Hamiltonianu. Dalej je potrebné zistit
aky potencial mame pouzit pri vypoc¢te Hamiltonidnu, ¢o sa da pomerne jednoducho
pomocou if prikazu (alebo case).

Nasledne vypoc¢itame Hamiltonidn a zavolame funkciu Leapfrog, do ktorej potrebu-
jeme vlozit poc¢iatoénu polohu, hybnost a iné parametre, ktoré zavisia uz od konkrétne;
realizacie algoritmu. Vyslednu polohu a hybnost opét vlozime do Hamiltonianu. Nako-
niec pouzijeme Metropolis-Hastings algoritmus. Vygenerujeme ndhodné ¢islo z intervalu
(0,1) a to porovname s exp(Hy — Hy), kde H; je Hamiltonidn pred pouzitim funkcie
Leapfrog a Hy je Hamiltonidn vypocitany z novej polohy a hybnosti po pouziti algo-
ritmu. Na zéaver zistime vzdialenost medzi prvou a poslednou gulickou, ktori moézeme
zapisat napriklad do textového stuboru sliziaceho na dalsie vyhodnotenie a spracovanie
dat.

Na zéver kapitoly uz len dodame, Ze metéda HMC je citlivd na volbu spravneho

¢asového kroku. Tento problém a iné technické detaily bliZsie rozoberame v Appendixe

A.
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Kapitola 5
Vysledky a spracovanie dat

Ako sme uviedli v druhej kapitole, predpokladéame, Ze entropické sila v nasom modifiko-
vanom modeli ideal chain je timerné vzdialenosti medzi prvou a poslednou gulickou. V
tejto kapitole porovname nase vysledky zo simulécie s touto tedriou. Vysledky nasledne

rozanalyzujeme a pozrieme sa na to, ako sa sprava na§ model v roznych pripadoch.

5.1 Entropicka sila v simulacii

Na zaciatok skumajme retiazku bez externej sily, ktora by mala vyrovnat entropicka
silu. Takze potencidly buda mat ¢leny, ktoré st dosledkom podsobenia susediacich gu-
liciek. Ak spustime simuldciu a retiazku nechame vyvyjat sa v Case, ocakavame, Ze
vdaka entropickej sile sa retiazka zacne kréit. Naozaj, nas program splia tieto predpo-
klady. Nasledujice obrazky ukazujui rozmiestnenie guli¢iek v 3D v rovnakych casovych
rozostupoch. MozZeme si v8imnit, Ze retiazka sa staca a jednotlivé gulicky sa k sebe
priblizuju a vytvaraju cluster, ktory je centrovany v okoli stredu retiazky. Z poldh guli-
¢iek sme vy¢itali, ze typicky polomer velkosti takéhoto clustra je radovo desat nasobok
pokojovej dlzky pruzinky. Samozrejme tento parameter zavisi aj od poc¢tu guliciek v
simulacii.

Graf, ktory je pod obrazkami retiazky opisuje vzdialenost prvej a poslednej gulicky
v Case. Vidime, Ze na zaciatku vzdialenost klesala pomerne rychlo az do momentu
v ktorom vznikol cluster. Fluktuécie vzdialenosti v grafe ktoré vytvoreni clustra si

sposobené neustalym pohybom guliciek.

27
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I

a) b)

C) d)

Obr. 5.1: Poloha guli¢iek v 3D v roznych casovych okamihoch vykreslend pomocou
programu Ovito. Gradient farieb znézornuje poradie gulicky. Na obrazku a) vidime
podiatoéni polohu retiazky, na obrazkoch b), ¢) a d) je zobrazena poloha retiazky v
neskorsich ¢asoch. Gulicky st spojené pruzinkami, avSsak v programe nebolo mozné
tuto vézbu vykreslit. Hranica gulicky je teda vykreslovana s polomerom [/2, kde [ je
pokojova dlzka pruzinky.

f)alej si moézeme overit, ¢i je naozaj strednd poloha retiazky R nulové, tak ako
sme predpokladali v teoérii. V simulécii pridame ¢ast kodu, ktord bude pocitat sumu
vsetkych vektorov poloh guli¢iek v kazdom ¢ase. V nasledujicom grafe vykreslujeme
¢asovi zavislost iba x-ovej zlozky vektora R(t). Vidime, Ze na zaciatku je stredna
poloha nulova, tak sme totiz retiazku nastavili. Nasledne vidime, Ze stredn& poloha
sa meni rddovo v jednocifernych nasobkoch [, ¢o sme v naSom pripade nastavili na
konstantu 1. Pre ostatné zlozky vektora R(t) by sme vedeli vygenerovat podobné grafy.

Obidva grafy si vysledkom tej istej simulécie.
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Obr. 5.2: Zmena vzdialenost prvej a poslednej gulicky v zavilsoti od ¢asu. Retiazka
obsahovala 40 guli¢iek, ¢o je vidiet aj v grafe v nulovom c¢ase. Retiazka sa postupne
kréila a vytvarala cluster, takze vzdialenost prvej a poslednej gulicky klesala. Ked
je retiazka skréena, tak sa sprava ako “opity namornik,,, takze jej dlzka by mala byt
priblizne v/ N, pricom v nagom pripade je N = 40. Z toho vyplyva, e priemer clustra
je priblizne 6, 32.
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Obr. 5.3: Zmena x-ovej zlozky vektora R(t) v zavislosti od ¢asu. Tento graf bol vytvo-
reny z dat z rovnakej simulacie ako graf nad nim. Mo6zeme si v8imnut, Ze hodnoty R, (t)
osciluje okolo rovnovéaznej polohy, ¢o je v naSom pripade 0, tak ako sme predpokladali.
7 grafu mozeme vycitat autokorelacni dlzku, ktora uréuje casovy tsek v ktorom dve
po sebe idice konfiguracie nie s tiplne nahodné.
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Taktiez sa mozeme pozriet na to, ako sa meni dlzka pruziniek. Konstanta tuhosti
bola nastavena tak, aby si pruzinka udrziavala dlzku priblizne 1. Nasledujuci graf uka-

zuje rozlozenie dlzok pruziniek v simulécii.

1.2 -

Hustota pravdepodobnosti - p(I)

I I ! I I \ I
0.85 0.90 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15

Dizka pruzinky - [

Obr. 5.4: Rozdelenie dlzok pruziniek. Z grafu vidime, Ze dfik}i maju Gaussovské rozde-
lenie so strednou hodnotou 1, ¢o je pokojovéa dlzka pruzinky. Dalej si mézeme v&imnut,
ze pri nizsej teplote sa pruzinky menej natahuju.

Tak ako sme predpokladali, dlzky pruziniek sa pohybuju v okoli pokojovej dizky I,

ktora je v naSom pripade nastavena na hodnotu 1.

5.2 Linearna zavislost entropickej sily od polohy

Pridajme teraz na prvi a poslednii gulicku konStantni silu, ktora by mala vyrovnéavat
entropicku silu. Tato konstantna sila moze predstavovat napriklad homogénne elek-
trické pole a prva posledné gulicka by bola v tomto pripade elektricky nabité, pricom
interakcie medzi gulickami by sme zanedbali. Ak teraz zmenime velkost tejto sily a tep-
lotu spolu s ostatnymi parametrami nechame nezmenent, ocakévame, ze sa bude menit
aj vzdialenost prvej a poslednej gulicky. Podla teorie by malo platit, Ze tato zavislost
sa meni linedrne. Skutoc¢ne, graf nizsie ukazuje, Ze zavislost je naozaj linearna, tak ako
sme predpokladali. Tuto zavislost sme teoreticky odvodili v predoslych kapitolach a
taktiez sme ukazali, ze takato linedrna zéavislost od polohy sa vyskytuje aj v Hookovom
zakone. Vypocet odchylky podrobnejsie rozoberdme v appendixe B. Ukézali sme tak, ze

konstantna sila, ktora smeruje od stredu retiazky vyrovnéva pokréent retiazku. Z toho
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vyplyva, ze kréenie retiazky mozeme chapat ako prejav urcitej sily a tou je entropicka

sila.
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Obr. 5.5: Graf entropickej sily v zavislosti od vzdialenosti prvej a poslednej gulicky.
Silu F', ktora mé vyrovnat entropicki silu sme zaviedli v smere osi x, a preto v grafe
uvadzame iba vzdialenost prvej a poslednej gulicky. Retiazka obsahovala 100 guliciek.

7 grafu dalej vyplyva, Ze entropicka sila mé naozaj charakter sily aj napriek tomu,
ze jej povod spociva v principe maximalizacie entropie systému. MoZzeme sa vSak spy-
tat opacni otazku, ¢i je pozorovana sila naozaj entropicka sila. V druhej kapitole sme
uviedli zakladné vlastnosti entropickej sily - jej smer je préave taky, aby sposobil narast
entropie a zavisi od teploty. Smeru tejto sily sme sa venovali uz v stvrtej kapitole pri
pisani Hamiltonianu, takze nam zostéva overit teplotnu zavislost. Teplota vstupuje do
pravdepodobnosti pri prijati alebo odmietnuti kroku. V programe zaddme konstantni
entropicku silu a menime teplotu rezervoara. Zo vztahu pre entropicki silu v polyméri
vyplyva, Ze entropicka sila zavisi od teploty, avSak sila F', ktord vyrovnava entropickt
silu sa nemeni, takze sa musi menit poloha prvej a poslednej gulicky. V nasledujicom
grafe je vykreslena zavislost R(t) pri teplote 7" = 0.16, ktora bola pouzité aj pri pred-
chédzajicom graf a teplote T = 0.08 a T" = 0.24. Koeficient sily ¢ bol nastaveny na
hodnotu 0.1.
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Obr. 5.6: éasovy vyvoj vzdialenosti prvej a poslednej gulicky. Teplota je nepriamo-
tumerné polohe, takze zvySenim teploty sa nam zmensi vzdialenost R(¢) na ktorej sa
retiazka ustali. V simulacii bolo pouzitych 100 guli¢iek a koeficient sily bol nastaveny
na hodnotu ¢ = 0.1.

Vidime, Zze v porovnani s predoslym grafom sa retiazka ustali na mensej vzdialenosti,
takZe entropické sila musi byt véi¢sia ako v predoslom pripade. Zo vztahu pre entropickua
silu polyméru naozaj vyplyva, Ze pri znizeni teploty by sa mal zmensit aj polohovy
vektor R, aby sa zachovala velkost sily F.

Z tychto dvoch grafov vieme usudit, Ze pozorovana sila je naozaj entropicka sila,
tak ako sme predpokladali.

Na zéver by sme este chceli dodat, Zze takto nastaveny program vie nasimulovat
modifikovany model ideédlnej retiazky so vSeobecnym potencialom a néasledne by sa tak
dala skumat entropické sila napriklad v gravitacnom poli a tymto spésobom by sme

vedeli dat do stvisu gravita¢ni a entropicki silu.

5.3 Mozné vyuzitie entropickej sily

V nasej prace sme teda ukazali, ze entropicka sila mé naozaj povahu sily. V prvej ka-
pitole sme spomenuli zopar prikladov entropickej sily ako diftzia, tlak plynu a iné.
Dalsfm kandidatom entropickej sily je trenie. Uvedme si priklad: pri posunuti telesa po
podlozke sa vytvara teplo, ktoré vzniklo v dosledku udelenia kinetickej energie telesu.

Trenie teda sposobi, Ze teleso sa nepohybuje nekonecne dlho, ale po ¢ase zastane. AvSak
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energia ktoru teleso strati sa uvolni vo forme tepla, zvukovych vin a popripade naru-
Senia Struktury materidlu. Vsetky tieto deje prispievaju k zvySovaniu entropie systému
tvorenému podlozkou a telesom. Ako vieme, entropicka sila je prejavom tendencie sys-
tému zvySovat svoju entropiu. Na zaciatku ma teleso kineticku energiu a okrem tejto
energie ma teleso aj podlozka vnitorni energiu, ktoré vznika désledkom pohybu castic.
Na konci, ked teleso zastane, je vnutorna energia ¢astic vacsia ako na zaciatku. Ak by
sme uvazili, Ze trenie sa da vysvetlit pomocou entropickej sily, tak by malo spésobovat
vacsiu neusporiadanost systému, ¢o sa v naSom pripade prejavuje ako teplo a iné javy.
Taktiez sa mozeme zamysliet nad tym, ¢i sa trenie meni s teplotou. Je zname, ze pri
pohybe v odporovom prostredi sa trenie meni v zéavislosti od teploty. Z tychto tvah
nam vyplyva, ze trenie sa da rozumne interpretovat pomocou entropickej sily. Taktiez
sa uvazuje aj nad tym, ze entropicka sila sa objavuje aj v kontexte maticovych modelov,

ktoré sa ,odpudzuja“ logaritmicky [8].



34

KAPITOLA 5. VYSLEDKY A SPRACOVANIE DAT



Zaver

V nasej praci sme skiimali entropick silu zjednoduseného modelu polyméru v kontakte
s tepelnym rezervoarom, ktory je tvoreny hmotnymi bodmi spojenymi pruzinkami.
Pomocou simulacie sa ndm podarilo ukazat, ze v tomto modeli entropické sila zavisi
linedrne od polohy prvej a poslednej gulicky a to tak, zZe sme pridali opa¢ne orientovana
konstantnd silu a ¢akali sme a7 sa systém ustali na konstantnej dlzke. V naSej praci
sme podrobnejsie rozoberali pojem entropia, entropické sila a odvodili sme aj jej vzorec
v pripade nasho modelu. Velka ¢ast naSej prace pozostavala zo simulécie polyméru, v
ktorej sme vyuzili algoritmus Hamiltonian Monte Carlo (HMC), ktoréd je vytvorena
spojenim Hamiltonovskej mechaniky a Metropolis-Haistings algoritmu. HMC algorit-
mus sluzi na simulaciu molekulovej dynamiky:. Dalsi dovod, preco sme si vybrali tento
algoritmus bol ten, Ze je o nieco efektivnejsi ako Metropolis-Haisting algoritmus. Na
zaver sme v simuléacii skumali parametre ako poloha hmotnych bodov v ¢ase, ktoré sa
k sebe priblizovali, dalej ¢asovy vyvoj vzdialenosti prvej a poslednej gulicky, pri¢om
sa tato vzdialenost v ¢ase zmenSovala a nakoniec rozlozenie dlzky pruziniek vramci
jednej simulacie, ktora podliehala Gaussovskému rozdeleniu. Vsetky tieto parametre
nasej simulacie stihlasia s teoretickymi predpokladmi.

Hlavny vysledok nasej préace je linearita entropickej sily v zévislosti od polohy v
nasom zjednodusenom modeli. Taktiez sme ukazali, Ze tato sila ma naozaj vlastnosti
entropickej sily, ¢ize zavisi od teploty a smeruje do stredu polyméru, ¢ize jej smer je
prave taky, aby sposobil narast entropie. Odchylky, ktoré uviddzame vo vyslednom grafe
boli pocitané pomocou metody Jackknife.

Program simulacie zjednoduseného modelu polyméru je napisany tak, ze by bolo
mozné zadat namiesto konstantnej sily, ktord ma vyrovnavat entropicku silu Tubovolnu
ina silu, napriklad gravita¢nu. Tymto spoésobom by sme vedeli dat do suvisu entropicku
a gravitacnu silu, pri¢om sme sa inspirovali Verlindeho pracou. Vzhladom na podobnost
gravitacného a Coulombového zékona by sme vedeli podobne popisat aj elektricku silu.
Tato tvaha nas privadza k otazke, ktort sme v8ak v naSej praci neriesili, a tou je ¢i by
sa dala modifikovat Verlindeho tedria tak, aby opisovala elektricki silu.

Nakoniec sa zamyslame nad vztahom medzi trenim a entropickou silou. Vysvet-
[ujeme, Ze trenie by mohlo byt iba prejavom entropickej sily. TaktieZ je mozné, Ze

entropicka sila sa objavuje aj v kontexte maticovych modelov.
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Priloha A: Dodatok k HMC

Najdolezitejsim volnym parametrom v nasom programe je ¢asovy krok €. Ak je velmi
vel'ky, schéma bude divergovat a pravdepodobnost akceptécie nového kroku bude klesat.
Naopak, ak bude krok velmi maly, pravdepodobnost prijatia novej polohy bude velka a
teda vysledky budu sice presné, ale vypoctovy ¢as programu bude pridlhy. Preto je po-
trebné najst ¢asovy krok, ktory bude optimalny. V nasom pripade sme ho nastavili tak,
aby bola pravdepodobnost prijatych krokov okolo 63% [10]. Pri nastavovani spravneho
¢asového kroku sa moze stat, ze interval na ktorom sa meni pravdepodobnost prijatia
bude maly. Tento problém sme vyriesili zmenou teploty. Taktiez treba zdoraznit, Ze za-
danie velkosti hybnosti a dlzky ¢asového kroku by nemalo ovplyvnit vysledky ziskané
zo simulacie za predpokladu, Ze spliaju konvergentnt podmienku. Tieto parametre st
totiz externé parametre HMC algoritmu, ktory skiima dany potencial systému, pricom
ho nijako nemeni. f)alej je potrebné si dat pozor na to, aby generovanie hybnosti bolo

naozaj ndhodné a teda jednotlivé simulacie boli nezéavislé.
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Priloha B: Spracovanie dat pomocou

metody Jackknife

V nasej simulacii dostavame data ktoré su korelované. Vo vysledkoch sme uviedli aj od-
chylku dat, ktora sme vypocitali pomocou metody Jackknife [13]. Jackknife patri medzi
resampling metody, ¢ize také, v ktorych sa z existujicich dat vyberi data nahodnym
spdsobom alebo pomocou algoritmu. Z tychto dat sa nasledne pocitaja Statistické para-
metre ako napriklad odychylka, korela¢ny keoficient a iné. Vypocet odchylky pomocou
Jackknife metody spociva v rozdeleni dat na M blokov, ktoré maju rovnaka dlzku.
Priemerné hodnota premennej z,, jedného bloku sa potom pocita ako sicet klasickych

priemernych hodnot ostatnych blokov

M

(2 = D _(x2) (5.1)

pricom index ¢ prislicha i-temu bloku. Takymto spdésobom vygenerujeme nova pseudo-

mnozinu dat, pri¢om tieto data nie st nezéavislé. Odchylka je potom dané vztahom

- ¢ M S ) = (o) 52

m
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