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1. [1 b] Zavazie s hmotnostou m je zavesené na (bezhmotnej) palicke
dlzky 1, ktorej druhy koniec sa pohybuje po kruznici s polomerom R s
uhlovou frekvenciou w. VSetko prebieha v rovine z-y a v beztiazi (bez
tiazového zrychlenia) tak ako na prvom obrazku. Vézba je preto dana
vztahom

(r — Rsinwt)® + (y + Rcoswt)® = I?
a Lagranzian je dany iba kinetickou energiou,

1
L=T=-m(i"+79°).
sm (& +9°)
Ulohou je ukazat, 7e ak si za zovieobecneni siradnicu vyberieme uhol
¢ tak ako na obrazku, potom Lagrangeove rovnice davaji pohybovi

rovnicu
. Rw* |
©+ Tsm(gp—wt) = 0.

2. [1,5 b] Najprv pochopit (idealne doriesit) priklad v texte "rozsireny
sylabus” podla navodu tam uvedeného. Ulohou je podobnym pos-
tupom néjst brachystochronu v rotujucej stistave v beztiazi (rotujici
cylinder vo vesmire) taku, ktord pri §tarte s nulovou rychlostou za¢ina
na osi rotacie’ a svoj pohyb kon¢i v polomere R, pri¢om pozdlZ osi
rotacie prejde vzdialenost A, vid obrazky 2 a 3. Navrhovany postup:

(a) Napisat uc¢inok pre funkciu r(z): infinitezimalny kasok brachys-

. dr\?
tochrony ma dlzku dl = (/1 + (d_) dz; rychlost pohybu hmot-
z
ného bodu po brachystochrone je v = wr, ¢o sa da odvodit zo
1
zadkona zachovania energie, £ = §m02 + U, kde potencidlna en-
1
ergia v rotujucej stustave je U = —§mw2r2, a z fixovania energie

E = 0 7z okrajovej podmienky na zaciatku pohybu, » = 0, z = 0;

1V skuto¢nosti iba vel'mi blizko tejto osi, alebo s vel'mi malou rychlostou, aby sa pohyb
mohol vobec zacat, vid druha (dlhé) poznamka pod &iarou.



¢as pohybu po brachystochrone je potom
A
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takZe to, ¢o matematicky hré tdlohu Lagranzianu, je
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(b) Vyuzit nezavislost Lagranzianu od z, teda pouzit rovnicu
oL
r'— — L = K = kont.
or'

(¢) Ziskanu rovnicu separovat a po preintegrovani ukazat, ze rieSenie
splhajice zadané okrajové podmienky je

2
(z—c) +r*=¢c% kde c= ECYRE

(kruznica).?

2 Ak tento vysledok dosadime do integralu pre vypocet ¢asu pohybu po brachystochrone,

dostaneme
A
. c / dz
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R
Funkcia, ktora tu integrujeme, mé pély v z =0a z = 2¢ = T + A > A, takZe integrél

[ V)

tejto funkcie na intervale z € (0, A) diverguje logaritmicky na dolnej hranici integrovania
(na zadiatku pohybu).

Dovod je ten, Ze pri uvazovanych okrajovych podmienkach pohyb po brachystochrone ani
len nezatne a hmotny bod zostane po cely ¢as na osi otacania. (Nevie sa rozhodnut, ktorym
smerom vyrazit, pretoze vSetky smery st rovnocenné.) Na zapocatie pohybu potrebujeme
maly impulz alebo musi zacat trochu mimo osi rotacie, takze okrajovi podmienku pre
zaciatok pohybu treba modifikovat, ¢o vedie na modifikiciu Lagranzianu:

V1472
r=0, v=e = v=+Vw?ri+4+e2 = Llz,nr]=————, alebo
VoI + &2

V1+r?
r=n v=0 = v=wyr2-n? =— L[znyr’]:i—i_ ,
w12 —n?
kde € a 1 st malé veliciny.

V oboch pripadoch ide o int a ovel'a tazsiu ulohu ako ta, ktora ste vyriegili. Tieto tlohy
je mozné vyrie§it iba v kvaraturach cez eliptické integraly. Napriklad v prvom pripade

dostaneme o
Tz
|K|Vw?r? + &2

) \/1 — K? (w?r? 4+ ¢2)

a celkovy ¢as pohybu po brachystochrone sa da pocitat ako

R
t—/ dr
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¢o je uz integral, ktory na dolnej hranici integrovania (na zafiatku pohybu) konverguje.
Pre velmi malé ¢ a 7 je v8ak vysledok ulohy, ktort ste vyriesili (brachystochrona v tvare
kruZnice), blizky k vysledkom tloh s modifikovanymi (realistickej§imi) Lagranzidnmi.



