
Domáca Úloha na body za semeter # 3
odovzda´ (rie²enie posla´ na e-mail) najneskôr vo ²tvrtok 29. októbra 2020

1. [1 b] Závaºie s hmotnos´ou m je zavesené na (bezhmotnej) pali£ke
d¨ºky l, ktorej druhý koniec sa pohybuje po kruºnici s polomerom R s
uhlovou frekvenciou ω. V²etko prebieha v rovine x-y a v beztiaºi (bez
tiaºového zrýchlenia) tak ako na prvom obrázku. Väzba je preto daná
vz´ahom

(x−R sinωt)2 + (y +R cosωt)2 = l2

a Lagranºián je daný iba kinetickou energiou,

L = T =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
.

Úlohou je ukáza´, ºe ak si za zov²eobecnenú súradnicu vyberieme uhol
ϕ tak ako na obrázku, potom Lagrangeove rovnice dávajú pohybovú
rovnicu

ϕ̈+
Rω2

l
sin (ϕ− ωt) = 0.

2. [1,5 b]Najprv pochopi´ (ideálne dorie²i´) príklad 4.4 v texte �roz²írený
sylabus� pod©a návodu tam uvedeného. Úlohou je podobným pos-
tupom nájs´ brachystochronu v rotujúcej sústave v beztiaºi (rotujúci
cylinder vo vesmíre) takú, ktorá pri ²tarte s nulovou rýchlos´ou za£ína
na osi rotácie1 a svoj pohyb kon£í v polomere R, pri£om pozd¨º osi
rotácie prejde vzdialenos´ A, vi¤ obrázky 2 a 3. Navrhovaný postup:

(a) Napísa´ ú£inok pre funkciu r(z): in�nitezimálny kúsok brachys-

tochrony má d¨ºku dl =

√
1 +

(
dr

dz

)2

dz; rýchlos´ pohybu hmot-

ného bodu po brachystochrone je v = ωr, £o sa dá odvodi´ zo

zákona zachovania energie, E =
1

2
mv2 + U, kde potenciálna en-

ergia v rotujúcej sústave je U = −1

2
mω2r2, a z �xovania energie

E = 0 z okrajovej podmienky na za£iatku pohybu, r = 0, z = 0;

1V skuto£nosti iba ve©mi blízko tejto osi, alebo s ve©mi malou rýchlos´ou, aby sa pohyb
mohol vôbec za£a´, vi¤ druhá (dlhá) poznámka pod £iarou.



£as pohybu po brachystochrone je potom

t =

∫
dt =

∫
dl

v
=

A∫
0

√
1 + r′2

ωr
dz,

takºe to, £o matematicky hrá úlohu Lagranºiánu, je

L[z, r, r′] =

√
1 + r′2

ωr
.

(b) Vyuºi´ nezávislos´ Lagranºiánu od z, teda pouºi´ rovnicu

r′
∂L

∂r′
− L = K = kon²t.

(c) Získanú rovnicu separova´ a po preintegrovaní ukáza´, ºe rie²enie
sp¨¬ajúce zadané okrajové podmienky je

(z − c)2 + r2 = c2, kde c =
R2 + A2

2A
,

(kruºnica).2

2Ak tento výsledok dosadíme do integrálu pre výpo£et £asu pohybu po brachystochrone,
dostaneme

t =
c2

ω

A∫
0

dz

z (2c− z)
.

Funkcia, ktorú tu integrujeme, má póly v z = 0 a z = 2c =
R2

A
+ A > A, takºe integrál

tejto funkcie na intervale z ∈ 〈0, A〉 diverguje logaritmicky na dolnej hranici integrovania
(na za£iatku pohybu).

Dôvod je ten, ºe pri uvaºovaných okrajových podmienkach pohyb po brachystochrone ani
len neza£ne a hmotný bod zostane po celý £as na osi otá£ania. (Nevie sa rozhodnú´, ktorým
smerom vyrazi´, pretoºe v²etky smery sú rovnocenné.) Na zapo£atie pohybu potrebujeme
malý impulz alebo musí za£a´ trochu mimo osi rotácie, takºe okrajovú podmienku pre
za£iatok pohybu treba modi�kova´, £o vedie na modi�káciu Lagranºiánu:

r = 0, v = ε =⇒ v =
√
ω2r2 + ε2 =⇒ L[z, r, r′] =

√
1 + r′2√
ω2r2 + ε2

, alebo

r = η, v = 0 =⇒ v = ω
√
r2 − η2 =⇒ L[z, r, r′] =

√
1 + r′2

ω
√
r2 − η2

,

kde ε a η sú malé veli£iny.

V oboch prípadoch ide o inú a ove©a ´aº²iu úlohu ako tú, ktorú ste vyrie²ili. Tieto úlohy
je moºné vyrie²i´ iba v kvaratúrach cez eliptické integrály. Napríklad v prvom prípade
dostaneme

r(z)∫
0

|K|
√
ω2r2 + ε2√

1−K2 (ω2r2 + ε2)
dr = z

a celkový £as pohybu po brachystochrone sa dá po£íta´ ako

t =

R∫
0

dr√
ω2r2 + ε2

√
1−K2 (ω2r2 + ε2)

,

£o je uº integrál, ktorý na dolnej hranici integrovania (na za£iatku pohybu) konverguje.
Pre ve©mi malé ε a η je v²ak výsledok úlohy, ktorú ste vyrie²ili (brachystochrona v tvare
kruºnice), blízky k výsledkom úloh s modi�kovanými (realistickej²ími) Lagranºiánmi.
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