1. RELACIA EKVIVALENCIE

Bindrna reldcia R na mnozine M je podmnozina kartézskeho stcinu M x M (t.j.
R C M x M). Ak (a,b) € R, piseme casto tiez a Rb.
Bindrna relacia ~ sa nazyva ekvivalenciou (tiez reldciou ekvivalencie), ak je
e reflexivna: a ~ a pre vsetky a € M,
e symetricka: ak a ~ b, potom b ~ a pre vsetky a,b € M,
e a tranzitivna: ak a ~ b a b ~ ¢, potom a ~ ¢ pre vsetky a,b,c € M.
Ak je na mnozine M definovana reldcia ekvivalencie ~, potom pre Tubovolné a € M
budeme oznacovat
l[a] ={be M |a~b}

a nazyvat tato mnozinu triedou ekvivalencie.

1. Ktort z troch vlastnosti ,reflexivnost”, ,,symetria” a ,tranzitivnost” majt nasledovné
relacie medzi celymi ¢islami:
(a) a>b.

) »Je otcom”,

) je bratom”,

) ,je strykom”,
(d) ,je potomkom”.

* 3. Hovorime, zZe relacia R je cyklickd, ak aRb a bRc implikuje cRa. Ukazte, Ze relcia
je reflexivna a cyklickd prave vtedy, ked je reflexivna, symetricka a tranzitivna.

* 4. Kde je chyba v nasledujicom ,dokaze”, ze kazda symetrickd a tranzitivna reldcia
R je aj reflexivna?
,2Podla zdkona symetrie aRb implikuje bRa, a na zdklade tranzitivnosti aRb,bRa

implikuje aRa.”
5. Nech je na mnozine M definovana relacia ekvivalencie ~.

(a) Ukazte, ze ak a ~ b, potom [a] = [b].

(b) Ukézte, ze ak a ¢ b, potom [a] N [b] = 0.
Cize triedy ekvivalencie st rozkladom mnoziny M na disjunktné podmnoziny.
6. Nech M = |J,c4 Mo je rozklad mnoziny M na disjunktné podmnoziny, t.j. kazdy

prvok mnozinu M patri prave jednej z mnozin M,. Overte, Ze relacia ~ definovana
nasledovne:

a~b prave vtedy, ked a,b € M, pre nejaké o € A
je relaciou ekvivalencie.
7. 2 Nech ~ je relicia na mnozine tseciek v R? definovand
AB ~ CD  préave vtedy, ked |AB| =|CD|.
Je tato relacia relaciou ekvivalencie?

8. ® Na mnozine R? (body realnej roviny) zavedme reldciu ~ nasledovne:



(a1,a2) ~ (bi,b2) préave vtedy, ked a3 —b; =0.
Je tato relacia relaciou ekvivalencie? Ak éno, ¢o st triedy ekvivalencie?
9. ® Na mnozine R? (body realnej roviny) zavedme reldciu ~ nasledovne:
(a1,a2) ~ (by,b2) préave vtedy, ked  aibe — azb; = 0.

Je tato relacia relaciou ekvivalencie? Ak éno, ¢o st triedy ekvivalencie?

10. p Ukézte, ze relacia ~ na mnozine orientovanych tseciek definovana
AB ~ CD  prave vtedy, ked S(A,D)=S(C,B)

je relaciou ekvivalencie.

11. @ Na mnozine Z celych ¢isel uvazujme nasledovnu relaciu:
a~b prave vtedy, ked 3|(b— a).

Je takto definovand relacia ekvivalenciou? Svoje tvrdenie zdévodnite. Ak ide o ekviva-
lenciu, ¢o su triedy ekvivalencie?
12. »# Na mnozine R? (body realnej roviny) zavedme reldciu ~ nasledovne:

(a1,a2) ~ (b1,b2) prave vtedy, ked a} + a3 = b? + b3.
Je tato relacia relaciou ekvivalencie? Ak éno, ¢o st triedy ekvivalencie?
13. @ Na mnozine R redlnych ¢isel zavedme relaciu ~ nasledovne:

a~b prave vtedy, ked |a—b| < 1.

Je tato relacia relaciou ekvivalencie? Ak éno, ¢o st triedy ekvivalencie?
* 14. Na mnozine Z celych ¢isel zavedme relaciu ~ nasledovne: pre x,y € Z bude z ~ y

prave vtedy, ked 7|(z3—13). Ukdzte, ze ~ je reldciou ekvivalencie. Aky rozklad mnoziny
7 predstavuje?



2. OPAKOVANIE ANALYTICKEJ GEOMETRIE

15. » Ulohou je najst tazisko trojuholnika v rovine.
o Tuznica je tsecka spéajajtca vrchol trojuholnika a stred protilahlej strany.
e Vieme, ze taznice trojuholnika sa pretinaji v jedinom bode, ktory nazyvame
taziskom.
e Vieme, ze fazisko deli faznicu v pomere 1 : 2.
Najdite tazisko (¢ize uvedte jeho stradnice)
(i) v trojuholniku ABC, kde A = (-2,-2), B = (4,0), C = (=5, 2),
(ii) v trojuholniku ABC, kde A = (al,ag), B = (bl,b2>, C = (61,02).
(Dolezité je zadanie (b). Zadanie (a) je len pomdcka na ,ohmatanie si” problému, riesit
ho nemusite, ak si trifate rovno odvodit vzorec v (b).)

16. @ Dané st vrcholy A = (1,3,5), B = (—1,2,1) trojuholnika ABC' a jeho tazisko
T = (1,0,1). N4jdite vrchol C.

17. Dané su vrcholy A = (7,—2), B = (—2,1) rovnobeznika ABCD. Néjdite siuradnice
bodov C, D, ak viete, ze uhlopriecky rovnobeznika st rovnobezné so siradnicovymi
osami.

18. @ Dané su vrcholy A = (1,3,5), B = (—1,2,1) rovnobeznika ABCD a priese¢nik
jeho uhlopriecok S = (1,0, 1). N4jdite suradnice bodov C, D.

19. »2 Naéjdite obraz bodu A v simernosti podla S
(i) ked S = (0,0), A = (a1, a2),
(ii) ked S = (s1,52), A = (a1, a2) (mozte si pomdct predpisom pre stred tsecky, vid
tloha 128)

20. 2 Analyticky (t.j. pomocou sturadnic) ukazte, ze zlozenim dvoch stredovych su-
mernosti je posunutie. (Vyuzijete zrejme priklad 19.)

21. @ Ukazte, ze kazdé posunutie sa da napisat ako zlozenie dvoch stredovych si-
mernosti. Presnejsie, pre Iubovolny vektor u = (uj,us) najdite body S; a Sy tak, ze
t = fyo fi1, kde f; je stredova stimernost so stredom Sy, fa je stredovd stimernost so
stredom S9 a t je posunutie v smere vektora u. (Pozor, body S1, S2 nie st urcené jedno-
znacne.)

22. p Popiste pomocou stradnic osovil simernost v pripade, ze os simernosti je rov-
nobeznd s niektorou siradnicovou osou.



3. BODOVO-VEKTOROVY KALKULUS

23. # Dany je rovnobeznik ABC'D. Vyjadrite vektor M — A ako linedrnu kombinaciu
vektorovu=B—-Aav=D— A, ak

()M B

) M
) M je prlesecmk uhlopriecok rovnobeznika,
) M je stred strany AD,
(e) M je stred strany C'D,

(f) M rozdeluje stranu BC' v pomere 2:1.

(b
(c
(d

24. @ Dany je rovnobeznik ABCD. Vyjadrite vektor

(a) S — B, kde S je stred CD,
(b) T — C, kde T je stred AB,

ako linedrnu kombinaciu vektorovu=B —Aav=D — A.

25. Nech S je stred rovnobeznika ABCD anecha=C - B,b=A—-—D,u=B — A,
v=C-D,w=D-—A.

(a) Zistite, aky je vztah medzi vektormi a, b.

(b) Uréte: u+w,u+a—v,u—a, u—(—v).

(c) Vyjadrite vektory S — A, B — S, D — S ako linedrne kombindcie vektorov u, w.

26. @ Dany je pravidelny sestuholnik ABC D EF'. Vyjadrite zadané vektory ako linearne
kombinéacie vektorovu= B — A,v=F — A.

(a) C — B, (c) E—F, (e) E— B, (g) D—F.
(b) D—C, (d) E—D, (f) E-C,

27. @ V pravidelnom Sestuholniku ABCDEF' vyjadrite pomocou bodu A a vektorov
e; = B — A, eg = C — B vSetky vrcholy Sestuholnika.

28. @ Nech S je priesecnik uhlopriecok stvorca ABCD. Vyjadrite vrcholy a stredy
stran stvorca ako kombindcie bodu S a vektorov A—S a B — S.

29. Nech A = (1,3), B = (—1,5), u = (2,-5), v = (3,1). Rozhodnite, ¢i napissny
objekt je bod alebo vektor, a aj je, urcte jeho stradnice:
(a) 3(B—A4)—v,
) (B+V) (A+u),

(b
(c) (B=A)+(v—u),
(d )A+u—v

30. 2 Nech ABCDEF je pravidelny Sestuholnik. Rozhodnite, ¢i ide o vektor alebo
bod a zakreslite:

(a) A+2(FE—F),

(b)y E4+ B -C,

(¢ C+E—-D-F,

(d) E-B—-A,

(e) F+2(C—-B)+ (C—-D),
(f) (D—F)—(C—B),

g) 3A—2B +2D —2F,

h) 24— 1D+ 3E — 2F.

(
(



31. »# Dané si body A, B,C,D. Nech M = S(A,B) a N = §(C, D). Vyjadrite vektor
N — M ako linedrnu kombinéciu vektorov D — A a C — B.

32. Vyjadrite dany bod alebo vektor ako afinni kombinaciu bodov:
(a) A+2(B—A)+3(A-C),
(b) (A+2(B—A))—(B+2(C—A)).

33. 2 Vyjadrite body P; ako afinné kombindcie bodov A = (2,1), B = (—1,2):

(a) P =(8,—1),
(b) Py = (_77 4)a
(c) P3=(4,7).

Body nacrtnite. Vyslovte hypotézu o riesitelnosti tlohy.

34. 2 Nech P,...,P, € A, nech \,... )\, € k. Dokazte, ze ak \{ +---+ A, = 0
(XA € k), potom pre lubovolné body A, B plati
M(PL— A) £+ Ag(Pa— A) = \(Pt — B) + - + Au(Py — B).

(Ide o dokaz korektnosti definicie afinnej kombindcie bodov v pripade, Ze stcet koefi-
cientov je 0.)

35. @ Nech S(4,B) = A+ (B — A) = $A+ 3B je stred tsecky AB. Dokéite, Ze pre
vsetky body A, B,C, D plati

B — A =D — C prave vtedy, ked S(A, D) = S(B,C).
36. @ Body D, FE su stredy stran BC,CA trojuholnika ABC'. Dokizte, ze D — E =
1
(B — A).
5 (

37. @ Body E,F nech si v tomto poradi stredmi zdkladni AB, CD lichobeZnika
ABCD. Vyjadrite vektor F'— F ako linedrnu kombinaciu vektorova = B—Aab = D—A.

38. @ Nech M = A+ k(B—A), N=D+k(C — D), k € R.
(a) Vyjadrite vektor N — M ako linedrnu kombinéciu vektorov D — A a C' — B.
(b) Dokazte: ak body A, B, C, D nelezia v rovine, tak priamka W je rovnobezma
s rovinou fﬁ, kde E = A+ (C — B).

39. @ Pre bod M v rovine ABC plati (A—M)+2(B—M)+3(C—-M)=0.
(a) Vyjadrite vektor M — A ako linedrnu kombinéciu vektorov B — A a C' — A.
(b) Lez bod M v trojuholniku ABC?

40. @ Na hranach stvorstena ABCD najdite vsetky také body K € AB, L € BC,
MeCD, Ne DA, 7ze L— K=M — N.

41. Majme rovnobeznik, ktorého jeden vrchol je v zaciatku siradnic, dalsie dva k nemu
susedné vrcholy st (1,1, 21) a (22, Y2, 22). Aké st stradnice posledného vrchola rovno-
beznika?

42. Nech jeden vrchol rovnobeznostena je v zaciatku sdradnic, tri k nemu susedné vr-
choly st (z1,y1, 21), (22,2, 22) a (x3,ys, 23). Aké st suradnice zvysnych Styroch vrcholov
rovnobeznostena?

43. 2 Urcte vrcholy trojuholnika ABC, ak body D = (1,2), E = (3,4), F = (5,—1)
st stredy jeho stran BC,C A, AB.



4. AFINNA SURADNICOVA SUSTAVA

44. V pravidelnom Sestuholniku ABC DFEF vyjadrite siradnice vSetkych jeho vrcholov
v stradnicovej ststave urcenej repérom (B,C — B, A — B).

45. S pomocou nacrtku napiste stradnice bodu A = (2,3) v stradnicovej ststave
(0781,82), ked

(a) O =(4,—1),e1 = (1,0),e2 = (0, 1),

(b) O =1(0,0),e =( 1).e —(07—1)7

(c) O=(2,1),e;1 =(1,1),ea = (—1,0).
46. »# V rovine je dany trojuholnik ABC a body D = S(B,C),E = S(A,C), F =
S(A, B). Néjdite stradnice vrcholov trojuholnika v afinnej siradnicovej sustave (F, E —
F,D—-F).

47. V priestore je dany rovnobeznosten ABC DA’ B'C'D’. Najdite stradnice vrcholov a
stredov stenovych rovnobeznikov v afinnej siradnicovej sustave (A, B—A, D—A, A'—A).

48. »2 V priestore je dany stvorsten OABC. Zdévodnite, ze
(O, A-0,B—-0,C—-0)

je afinna suradnicova sustava v tomto priestore, a zistite, aké stradnice maju faziska
stenovych trojuholnikov v tejto stiradnicovej stustave.

49. @ V rovine je dany lichobeznik ABCD, v ktorom plati B — A = —%(D -C). V
afinnej stradnicovej sustave (A, C' — A, D — B) najdite siradnice vrcholov a stredov stran
lichobeznika.

50. Aké je geometrické miesto bodov priestoru, ktorych jedna stradnica je dand a dalsie
dve st lubovolné?

51. Aké je geometrické miesto bodov priestoru, ktorych dve stradnice si dané a tretia
je Tubovolna?



5. AFINNE ZOBRAZENIA

52. 2 Uvazujme v redlnej rovine osovil simernost, ktorej os simernosti je rovnobezna
s niektorou stiradnicovou osou (tiloha 22). Ukazte, Ze toto zobrazenie E? — E2 je afinné.

53. #2 Nech P € E” je pevne zvoleny bod. Zobrazenie f: E™ — E™ nech kazdému bodu
X € E" priradi stred tsecky PX. Zobrazenie si nacrtnite pre n = 2 (zakreslite obrazy
niekolkych bodov). Zistite, ¢i je f afinné zobrazenie.

54. £ Nech f: E? — E? je zobrazenie, ktoré bodu A so stiradnicami (ay, az) priradi bod
A" = (a1, a1az). Zobrazenie si nacrtnite (zakreslite obrazy niekolkych bodov). Zistite, ¢i
je f afinné zobrazenie.

55. £ Nech P € A" je pevne zvoleny bod. Zobrazenie f: A™ — A™ nech kazdému
bodu X € A™ priradi bod P. Zistite, ¢i je f afinné zobrazenie.

56. 4 Afinné zobrazenie f: E2 — E? zobrazuje body (2,1), (3,0), (1,4) do bodov
(1,6), (1,9), (3,1) v tomto poradi. Kam sa zobrazi bod (5, 7)? Ktory bod sa zobrazi sém
na seba?

57. @ Dané je afinné zobrazenie

f:2 = 2x43y+5,
y = 4dx—3y—2.
Do akyjch bodov sa zobrazia body (0,0), (5,3), (—1,4)? Co je obrazom stiradnicovych
osi?
58. @ Dané je afinné zobrazenie

f: 2 = 3x+y—6,

y = z+y+1.

Ktoré body sa zobrazia do bodov (9,8) a (—6,1)?

59. 2 Dané je afinné zobrazenie f: E? — E3, (z,y) — (2/,v/, 2), kde

r = z—y+1,
y = z+y,
2 = y+2

Uréte obraz zadiatku E2.

60. Najdite afinné zobrazenie, ktoré
(a) £ zobrazuje bod (6, —2) na bod (1, 1) a vektory (2, 1), (—1,2) do vektorov (4, 2)

a (—3,6)
(b) @ zobrazuje kazdy z bodov (0,0,0), (0,1,0), (0,1,0) na seba a (0,0,1) na
(1,1,1).

61. @ Vrcholy stvorstena ABCD st v bodoch A = (0,0,0), B =(1,0,0), C = (0,1,0),
D = (0,0,1). N4jdite afinné zobrazenie, ktoré ponechd bod A na mieste a stredy hran
AB, AC, AD zobrazuje do stredov protilahlych hran.

62. 2 Dané je afinné zobrazenie f: E3 — E3, (2,9,2) — (2/,%/, 2'), kde
r = 2x-2y+z+1,

y = 24 3y-— 3z,

Z = y—z+4



Zistite, ¢i je f injektivne.
63. @

(a) Vo vhodnej sturadnicovej sustave napiSte analytické vyjadrenie (napr. maticou)
afinného zobrazenia f: E? — E2, ktoré vrcholom trojuholnika ABC priradi
stredy protilahlych stran.

(b) V tej istej stradnicovej sustave napiste vyjadrenie afinného zobrazenia g, ktoré
zobrazuje body A, B,C v tomto poradi do bodov A,B,T, kde T je tazisko
NABC.

(c) Uréte analytické vyjadrenia zobrazeni fog, go f, f~ta g !

64. 2 @ Ukazte, ze afinné zobrazenie f: Ay — As je injektivne prave vtedy, ked je
asociované linedrne zobrazenie Df: V(A1) — V(Ag) injektivne.

(Obe implikécie sa dobre ukazuji nepriamo: predpokladajte, Ze f nie je injektivne,
a skiste najst nenulovy vektor vo V(A;), ktory sa zobrazenim D f zobrazi na nulovy.
Pre druht implikdciu: ak D f nie je injektivne, sktste najst dva rézne body v Aj, ktoré
maju v zobrazeni f ten isty obraz.)

65. 2
Vhodne si zvolte stradnicovt stustavu a najdite analytické vyjadrenie zobrazenia,
ktoré lomenu c¢iaru £ zobrazi na lomentu ciaru Lo
(vid obrazok: body A, B,C, D st vrcholmi Stvorca a
bod E je jeho stredom, ide o uzavreté lomené ¢iary:
usecka BC' je spolofnd pre obe).
Kolko takych zobrazeni existuje?

66. /£ Zapiste analyticky (napriklad maticou) otocenie v E? okolo zaciatku stiradnicovej
sustavy, ktoré bod so stradnicami (5,0) oto¢i do bodu so siradnicami (4, 3) (teda body
(5,0),(0,0) a (4,3) uréuju uhol otocenia).

(Mézte predpokladat, ze otocenie je afinné zobrazenie a pomoct si dokdzanym tvrde-
nim, Ze afinné zobrazenie je dané obrazmi troch nekolinedrnych bodov.)

67. £ Zapiste analyticky otocenie v E? o uhol ¢ okolo zadiatku stiradnicovej ststavy.

68. » Zapiste analyticky otocenie v E? okolo bodu S = (s1,52). Uhol otocenia si
zvolte podla vlastnych preferencii bud vSeobecne ¢ (ako v tlohe 67) alebo konkrétne
uhol z tlohy 66.

69. Nech A, B € E? st dva Iubovolné navzidjom rézne body. Nech f: E?2 — E? je
zobrazenie, ktoré bodu X priradi bod

1 1 1

-A+-B+-X.

3 + 3 + 3
Zistite, ¢i f je afinné zobrazenie. Ako by ste interpretovali toto zobrazenie?
70. V rovine E? je dany trojuholnik BCD. Pre zobrazenie f plati:

Vsetky ostatné body st samodruzné (t.j. zobrazia sa na seba). Je f afinné zobrazenie?

71. @ Na&ajdite analytické vyjadrenie afinného zobrazenia, ktoré zobrazuje



(a) body
(1,0) = (2,3),
(0,2) = (—1,4),
(—3,0) — (—2,-1).
(b) bod (4,3) do bodu (0,0) a vektory
(1,1) = (3,1),
(0,—2) — (4,0).

72. @ Afinné zobrazenie f: E? — E3 je vo vhodnej stiradnicovej stistave dané predpi-
som

f: ry = x1—x2+ 17
T2 = T1+ Ty
r3 = X9+ 2.

Uréte obraz zaciatku v E2, vzor zacdiatku v E? a zistite, ¢ je zobrazenie injektivne a
surjektivne.

73. Néjdite vietky body X = (z,v, 2), ktoré sa v zobrazeni f: E3 — E2
¥ = 2z—z+1,

y = w4y

zobrazia do bodu M = (4, 3).

74. @ Najdite afinné zobrazenie, ktoré
(a) zobrazuje bod (6,—2) na bod (1,1) a vektory (2,1), (—1,2) do vektorov (4,2) a
(_37 6)7
(b) zobrazuje kazdy z bodov (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) na seba a bod (0,0,1) na
(1,1,1).
75. @ Urcte inverzné zobrazenie k zobrazeniu
f: 2 = 2z+3y—7,

/

y = 3z + by—9.



6. ZMENA SURADNICOVEJ SUSTAVY

76. »# Vrcholy stvorstena ABCD st v bodoch A = (0,0,0), B =(1,0,0), C = (0,1,0),
D = (0,0,1). Uvazujme novu suradnicovi ststavu:

O = A,
C+D
/
= —A
€ 2 )
B+ D
e, = + — A,
2
B+C
e; = ; — A.

Napiste maticu prechodu k stradnicovej ststave (O, €], €),e4) a pouzite ju vhodnym
sposobom na vypocet novych stradnic (t.j. siradnic vhladom na (O, €], €5, €4)) vrcholov
Stvorstena ABCD.

77. @ Nech body

P=(21), Q@=(1,-1), R=(0,2)
maju v novej suradnicovej stustave suradnice

P=(1,0), Q=(0,0), R=(4,5).

Néjdite tito stradnicovi ststavu (¢ize stradnice bodu O a vektorov €], €}, v povodnej
suradnicovej sustave)!

78. 2 Nijdite stradnice bodov A = (4,6), B = (4,0) a vektorov u = (2,—1), v =
(—1,8) v ststave stradnic

O =(2,1),e; = (1,1),e3 = (—1,2).

79. @ Néjdite sistavu suradnic, v ktorej maju body A = (0,5), B = (2,8), C =
(—1,—4) nové stradnice A = (1,1)g, B=(2,1)pr, C = (—1,-2)p.

80. @ V rovine si zvolime novy repér:
O/ = (_37 1)7e3 = (27 1)7el2 = (17 1)'

Na&jdite vyjadrenie novych stradnic bodov a vektorov pomocou starych suradnic.



7. ORIENTACIA AFINNEHO PRIESTORU

81. Pre ktoré hodnoty parametra m si dané bazy a; = (3,1), a2 = (2,—1) a by, by
priestoru R? rovnako (stihlasne) orientované?

(a‘) Z b1 = (1’ 1)7 by = (27m)7
(b) @ b1 = (m,2), by = (2,m).

82. p Zistite, ¢i st bazy (a,b,c) a (a,a+ b,a+ b+ ¢) rovnako orientované.

83. @ Zistite, ktoré z baz (er,es e3), (es,e1,es), (e, e3,e1), (e2,e1,e3), (e3,eq, e1),
(e1, e3,ez) priestoru R? sii rovnako orientované.

84. »# V A%(R) najdite maticu prechodu od bazy (Q — P, R— P) k baze (R—Q, P — Q)
a na jej zéklade zistite, ¢i bazy si rovnako orientované (P,Q a R st navzdjom rdzne
nekolinedrne body).

85. @ V A%(R) majme $tvorsten ABCD. N4ajdite maticu prechodu od bazy (B— A, C —
A,D— A) k baze (A— B,C — B, D — B) a na jej zdklade zistite, ¢i st tieto bazy rovnako
orientované.

Cielom nasledujicich cviceni je presvedcit sa, ze orientacia stradnicovych ststav v
redlnej rovine, ako sme si ju definovali pomocou signatiry determinantu matice prechodu
od jednej sustavy k druhej, naozaj popisuje nase intuitivne vnimanie orientacie: ak
standardnu ststavu (x-os doprava, y-os nahor) nazveme kladne orientovanou, tak potom
je kladne orientovand kazda suradnicova sustava, v ktorej sa z kladného smeru z-osi na
kladny smer y-osi dostaneme otocenim o menej ako m proti smeru hodinovych ruciciek.

86. /2 Overte, ze ak v A"(R) zvolime novy zaciatok siradnicovej sustavy (t.j. O' =
(a1,az,...,a,)) ajednotkové vektory nechdme nezmenené (t.j. €, = e;, prei = 1,2,...,n),
bude mat nova stiradnicova ststava rovnaku (sthlasni) orientéciu ako stard.

87. £ Overte, Ze ak v suradnicovej sistave v A™(R) iba prendsobime bazové vektory
kladnym ¢islom, (t.j. O' = O, €] = c;e;, kde ¢; € R, ¢; > 0 pre i = 1,2,...,n), bude
nova suradnicova sustava sthlasne orientovana so starou.

88. 2 Overte, Ze ak v redlnej rovine A%(R) zvolime novi stradnicovi ststavu tak, ze
oto¢ime starti okolo zaciatku (t.j. O' = O, €| = p(e1) a €] = p(e;), kde p: A%(R) —
A%(R) je otocenie okolo zaciatku stiradnicovej ststavy, vid zadanie 67), bude mat nova
stradnicova siistava rovnaki orientaciu ako stara.

89. Nech (O, e, €2) je ,Standardnd” siradnicova ststava, t.j. kladny smer z-osi smeruje
doprava a kladny smer y-osi nahor, ¢ize zviera s kladnym smerom z-osi uhol 7/2 proti
smeru hodinovych ruciciek. Nech v novej stiradnicovej sistave (O’, €], €}) plati

o = 0,
/
€ = e,
e'2 = ae; + bes.

Pre aké a,b € R bude (0, €], €),) siradnicovou ststavou? Pre aké a,b € R bude tato
stradnicova sustava sthlasne orientovand so sustavou (O, eq,ez2)?



8. VZDIALENOST DVOCH BODOV, METRICKY PRIESTOR
90. £ V rovine su dané body A = (—1,0) a B = (3,2).
(a) Na y-osi ndjdite bod C tak, aby trojuholnik ABC mal pri vrchole C' pravy uhol.
(b) Vypoéitajte obsah tohto trojuholnika.

91. Nech A,B € E2, A = (0,—1), B = (0,1). N4jdite mnozinu bodov X takych, Ze
|AX| = |BX|. (Zrejme tuto mnozinu vidite na prvy pohlad, ale skiste formélne ukézat,
ze naozaj je to spravna mnozina: rozpiste do detailov podmienku |AX| = |BX].)

92. Nech A, B € E?, A # B. Najdite mnozinu bodov, ktoré maji rovnaki vzdialenost
od AaB.

93. # Na suradnicovych osiach v redlnej rovine najdite body, ktorych vzdialenost od
bodu (5,2) je 3.

94. @ Overte, ze body
Ao = (0,0,0), 4, =(0,1,1), A2 = (1,0,1), A3 =(1,1,0)

su vrcholmi pravidelného Stvorstena.
95. @ Nech A, B € E?, A = (4,0), B = (1,0). N4jdite mnozinu bodov X takych, Ze
|AX| =2|BX]|.
96. Nech A, B € E2, A # B. N4jdite mnozinu bodov X takych, ze |AX| = 2|BX].
97. Overte, Ze euklidovska vzdialenost bodov v E je naozaj metrikou. Presnejsie, overte,
ze pre d(A, B) = | B — A|| plati

(i) d(A, B) > 0 pricom d(A, B) = 0 préave vtedy, ked A = B,

(i) d(A, B) = d(B, A),
(iii) d(A,B) +d(B,C) > d(A,C).
(V dékaze sa zrejme budete odkazovat na vhodné vlastnosti normy.)
98. V redlnom afinnom priestore A"(R) sa daji okrem Standardnej euklidovskej defino-
vat i iné, menej Standardné metriky:
e Manhattanska (taxikdrska) metrika: kolko najmenej musi taxikar najazdit, aby
sa v Manhattane dostal z bodu A do bodu B:
dy (A, B) = [b1 — a1| + |ba — az| + - 4 |bp — ax].

e Cebysevova (3achovnicové, maximova) metrika: kolko najmenej krokov musi $a-
chovy kral urobit na Sachovnici, aby sa dostal z bodu A do bodu B:

do(A, B) = max{|b; — a1}, |ba — azl, ..., by — an|}.
e diskrétna metrika:
dp(A,B)=0 pre A=D1B
dp(A,B)=1 pre A#B
(a) Ak4 je vzdialenost bodov A = (5, -3) a B = (2,1) v Standardnej, manhattanskej,
Cebysevovej a diskrétnej metrike?

(b) Ako vyzerd v tychto metrikach jednotkova kruznica (t.j. mnozina bodov, ktorych
vzdialenost od zaciatku suradnicovej sustavy je 1)?



99. Overte, ze trojuholnik s vrcholmi

(0,0), (3,1), (1,7)
je pravouhly.
100. Zistite, ¢i trojuholnik s vrcholmi

(2,1), (4,8), (10,6)
tupouhly.
101. Uréte dizky stréan a velkosti uhlov trojuholnika s vrcholmi

(1,1,1), (4,5,13), (9,7,1).
* 102. Urcte oblast vSetkych bodov v rovine, ktorych pravouhlé suradnice vyhovuju
nerovnostiam:
2 +3y > 3/2
cos(2z —y) < 0

* 103. V rovine je dand tsecka AB a na nej pohyblivy bod M. Nad tseckami AM,

BM zostrojte stvorce tak, aby lezali v jednej polrovine vzhladom na priamku j@ . Zistite
geometrické miesto stredov useciek, ktoré spajaju stredy oboch uvazovanych stvorcov.

* 104. Dané st body A, B,C tak, ze AB L AC, |AB| = 3, |AC| = 4. VysSetrite
geometrické miesto bodov X v priestore, pre ktorych vdialenosti od bodov A, B, C plati
|AX|:|BX| = 1:2
|AX|:|CX| = 1:1
* 105. Je dani kruZnica k so stredom S a polomerom 7 a bod A leZiaci zvonka kruZnice

k. VysSetrite geometrické miesto bodov v rovine, ktoré si rovnako vzdialené od kruznice
k a od bodu A.

* 106. Nijdite geometrické miesto bodov v rovine, ktorych stéin vzdialenosti od ramien
rovnoramenného trojuholnika sa rovna Stvorcu vzdialenosti od zékladne tohto trojuhol-
nika.



9. VEKTOROVY SUCIN
107. V priestore V3(R) (= R3) dokézte:
va, v [[ux v]? = [ulf’[]v]? - (u-v)?

(tzv. Lagrangeova identita).
Pre zaujimavost, na pravej strane rovnosti sa nachadza tzv. Gramov determinant
vektorov u a v, ¢o je determinant matice

u-u u-v
via v-v )
108. »# Vypocitajte obsah trojuholnika s vrcholmi A = (—1,1), B = (3,-2) a C =
(2,2).
109. @ Vypocitajte obsah trojuholnika s vrcholmi
A=(-1,1,2), B=(3,-2,0) a C=(2,2,—1).

110. Urcte obsah trojuholnika v rovine, ktorého jeden vrchol lezi na z-osi vo vzdialenosti
a, druhy vrchol lezi na y-osi vo vzdialenosti b a treti vrchol je v bode (¢, d).

111. Ukéazte, ze dvpjnasobok orientovaného obsahu (konvexného) mnohouholnika s vr-
cholmi (z1,41), (¥2,92), - -+, (Tn, Yn) je

[(z1y2 — 22y1) + (T2ys — T3y2) + -+ + (Tuy1 — T1Yn)].
112. V redlnej rovine mame body
P=(1,2), Q@=(2,1), R=(4,3).
Najdite vzdialenost bodu R od priamky % (t.j. vysku na stranu PQ v APQR).

113. V E? dokézte, Ze stcet Stvorcov kolmych priemetov tisecky do troch navzajom
kolmych rovin je rovny dvojnasobku Stvorca tejto tsecky!



10. AFINNA A KONVEXNA KOMBINACIA BODOV
114. p Nech A,B € A, A # B,
AB = {A+t(B— A) |Vt € R}.
Akej hodnote parametra t zodpoveda bod A? Bod B? Stred tsecky AB?
115. p Nech A, B€E?> A#Ba
AB={(1-1)A+1B|VteR} = {A+{(B— A)|VteR}.
Ako by ste pomocou parametra t charakterizovali tsecku AB? A ako polpriamku zﬁ?
Ak v afinnej kombinécii bodov
MPL+XoPrt o+ MaPy Y Ni=1
navyse plati A\; > 0 Vi, hovorime o tzv. konvexnej kombindcii bodov.

116. @ Pracujme v E2.

e Nech A = (0,0), B = (3,0), C = (1,2). N4jdite vSetky konvexné kombina-
cie bodov A, B,C. (Bude ich, prirodzene, nekonecne vela, skiste ich mnozinu
nacrtnut. )

e To isté pre stvoricu bodov P = (0,0), R = (1,0),5 = (0,1),T = (2,2).

e Vyslovte hypotézu o mnozine vsetkych konvexnych kombinacii koneéného poctu
bodov.



11. PRIAMKA V ROVINE

117. Najdite parametrické vyjadrenie priamky v A2, ktora

(a) prechadza bodom A = (3, —2) a m4 smerovy vektor a = (—4,2),

(b) prechddza bodom A = (3,—2) a ma ten isty smer ako os = (prva stradnicova
OS)7

(c) prechadza bodmi B = (2,3) a C = (-5, —6),

(d) prechddza bodom D = (—4,10) a vytina na suradnicovych osiach rovnaké tseky
(priamka p vytina na i-tej stradnicovej osi usek a, ak a je i-ta siradnica prie-
se¢niku priamky p s touto osou),

(e) na y-osi vytina usek 3 a prechddza bodom M = (-5, 3).

118. Napiste vseobecnu rovnicu priamky, ktora

(a) prechddza bodom (2, —4) a mé smer u = (—3,—1),

(b) mé parametrické vyjadrenie z = 5¢, y = —8 + 4t

(c) os x pretina v bode (2,0) a os y v bode (0, —6)

(d) je rovnobeznd s priamkou 7z — 3y + 5 = 0 a prechddza bodom (1,1),

(e) je kolma na priamku 4z +5y—3 = 0 a prechddza zaciatkom siradnicovej sistavy.

119. N&jdite parametrické vyjadrenie priamky:

(a) br —2y+10=0,
(c) y—3=0,
(d) z—y=0.

Ako overite spravnost vysledku? (Inak ako pozriet sa na ucitela a ¢akat, ze prikyvne.)

120. 2 Aké stradnice maju priesecniky priamky p: x —4y+3 =10

(a) so stradnicovymi osami,

(b) s priamkou ¢: x —y+1=0,

(c) s priamkou r: x =24ty =4—1t?
121. @ Uvazujme afinni/euklidovski rovinu so stradnicami. Napiste rovnicu priamky
p, ktord prechadza bodmi A = (3,1) a B = (—1,2) (t.j. p = AB). Pre body C = (1, 4),
D = (8,0), E = (—5,3) a FF = (0,—1) rozhodnite, ¢i lezia na priamke p. Priamku aj
body nacrtnite.

122. Nech A, B,C,D,E,F a p st ako v cviceni 121. Pre kazdy z bodov C,D,FE a F
napiste rovnicu priamky, ktord tymto bodom prechadza a je rovnobezna s priamkou p.

123. £ Zistite, ¢ ide o t istt priamku v E?:

ep:x=1+3, y=2—-t, q: =3t y=1—t,

ep:x=—-2—-t, y=5+t, q:r=-2+4+t y=5+t,

ep: =2+t y=24+2t, q:r=1—1t, y=-—21.
124. Odvodte tusekovou rovnicu priamky v rovine geometricky pomocou podobnosti
trojuholnikov urcenych stradnicovymi osami a bodom priamky



125. (a) Vypocitajte vzdialenost rovnobeziek
ar+by+c=0
ar + by + ¢ = 0.
(b) Uréte rovnicu osi tychto rovnobeziek.
126. @ Dané st dva protilahlé vrcholy Stvorca A = (4,—-1), C' = (-3,0).
(a) Najdite jeho zvys$né dva vrcholy.
(b) Néjdite rovnice priamok, na ktorych leZia jeho strany.
(c) Co viete povedat o vSeobecnych rovniciach navzajom rovnobeznych priamok?
127. @ Na&jdite stred a polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC, ked
A =(-10,3), B = (15,-2), C = (—3,10).
(D4 sa riesit viacerymi postupmi, podla Vasich preferencii, napriklad:
e stratégia 1: stred opisanej kruznice je v priesecniku osi stran

e stratégia 2: treba napisat rovnicu kruznice prechidzajicej danymi bodmi)

128. Overte, Ze pre rozne body A = (a1, a2), B = (b1,b2) je S = (%, %) naozaj
stredom usecky AB, presnejsie overte, ze

(a) |AS| = [BS],

(b) Overte, ze S € AB.
129. @ Vypocitajte obsah trojuholnika v E2, ktorého strany maji rovnice 3z—y—9 = 0,
2xr+y—1=0,2+y—3=0.
130. @ Na priamke p: z 4+ y — 8 = 0 najdite také body, ktoré sii rovnako vzdialené od
bodu P = (2,8) i od priamky ¢ : 2 — 3y +2 = 0.
131. Uréte mnozinu vsSetkych bodov X, pre ktoré |Xp| = 3|Xq|,ak p: 2 +y—1=0,
q: 2z —y+2=0.
132. @ Urcte vSeobecné rovnice priamok, ktoré su kolmé na priamku

p: x=1+43t,
y=1-1

a ich vzdialenost od bodu P = (5,9) je v/10.

133. @ Urcte vseobecné rovnice dotycnic zostrojenych ku kruznici k(S,r) zo zaciatku
suradnicovej sustavy, ak S = (3,—-2), r = 1.

134. Najdite rovnicu oboch osi réznobeziek
arx + by +c1 =0,
asx + by + co = 0.

135. » Tazisko rovnostranného trojuholnika lezi v bode T = (1,4) a jeden jeho vrchol
v bode A = (—2,2). N§jdite stradnice zvysnych dvoch vrcholov trojuholnika.

136. 2 Vyjadrite maticou alebo najdite predpis pre kolmé premietanie v rovine na
priamku prechadzajicu bodmi (0, —1) a (2, 3).

(Je viac spdsobov ako néjst predpis pre toto zobrazenie: da sa odvodit priamo, da sa
aj vyskladat z jednoduchsich zobrazeni.)



137. @ Dané st rovnice dvoch stran obdlznika: 52 + 2y — 7 = 0, 5z + 2y — 36 = 0
a rovnica jeho diagondly: 3z + 7y — 10 = 0. N4jdite rovnice zvysnych stran a druhej
diagondly.

138. N4ajdite rovnice a priesec¢nik uhlopriecok rovnobeznika, ktorého strany lezia na
priamkach
r=a, x=a Yy=b, y=bs.

139. »# Najdite kolmy priemet bodu P = (2, 2) na priamku prechadzajicu bodmi (2, 0)
a (0,1).

140. Bodom (4, 3) vedte priamku tak, aby so siradnicovymi osami ohraniéila trojuholnik
s obsahom 24. Aky najmensi obsah méze mat takyto trojuholnik?

141. Priamka p C E? m4 vieobecnti rovnicu 2x —y — 1. Body R = (—1,1) a S = (0,4)
lezia v jednej polrovine vytatej priamkou p. Najdite bod T na priamke p tak, aby mal
ARST ¢o najmensi obvod.

(Pri hladani bodu 7" VAm moZno pomdze vyuzit osovi stimernost.)

* 142. Najdite geometricky locus stredov obdlznikov vpisanych do daného trojuholnikal
143. Dokézte: priamky

p1: a1x +by+c1 =0,

P2 a2z + by +c2 =0,

p3: azx + b3y +c3 =0

prechddzaji jednym bodom alebo st navzajom rovnobezné prave vtedy, ked

al bl C1
as bg C2 =0.
az by c3

144. Analyticky dokéazte, ze vysky trojuholnika sa pretinaji v jednom bode.
(Zvolte si stradnicovi sustavu tak, ze jedna strana a jedna vyska lezia na siradnico-
vych osiach.)

145. Aky uhol zviera vektor (—3,12,—4) s jednotkovymi vektormi stiradnicového re-
péru?

146. »2 Urcte vieobecnt rovnicu priamky p priestoru E2?, kotra obsahude bod M = (2,1)
a jej uhol s osou x je w/4.

147. »2 Luc svetla sa sa pohybuje po priamke p : x — 2y + 5 = 0. Napiste rovnicu
priamky ¢, po ktorej sa 14¢ pohybuje po odraze od priamky r : 3x — 2y + 7 = 0 a urcte
bod odrazu M.

148. @ Svetelny 14¢ prechddza bodom A = (2,3) a po odraze od priamky p: x4y +
1 = 0 bodom B = (1,1). Urcte vSeobecné rovnice priamok, v kotrych sa dopadajuci i
odrazeny 1u¢ pohybuje.

149. @ V priestore E? stt dané body A = (3,3) a B = (0,2). Na priamke p : z+y—4 =0
najdite taky bod (body), z ktorého vidiet tse¢ku AB pod uhlom /4.



12. PRIAMKA A ROVINA V PRIESTORE
150. Néjdite priese¢niky spojnice bodov (5,4, —1) a (3,—2,7) so stradnicovymi rovi-
nami!

151. @ Najdite parametrické vyjadrenie roviny v A3, ktora

(a) prechddza bodom A = (1,2,3) a ma smer (e, es) (e; st jednotkové siradnicové
vektory),

(b) prechddza bodom A a mé smerové vektory u = (—5,6,4), v= (2,—1,0),

(c) prechddza bodmi B = (3,2,1), C = (1,—1,0) a jej smer obsahuje smer y-osi,

(d) prechddza bodom M = (—1,1,1) a obsahuje y-os,

(e) prechadza bodom N = (—2,3,0) a obsahuje priamku p: (r =1,y =2+t 2z =
2- t)>

(f) prechddza priamkou q: (r = 2+ 3t,y = —1 + 6t,z = 4t) a jej smer obsahuje
smer priamky r: (xr = —14 2t,y = 3t,z = —t).

152. Napiste kanonické rovnice priamky a prepiste ich do tvaru ststavy rovnic:
(a) x=142t,y =2+ 3t,z = 3+ 6t,
(a) x =8+43t,y=—3t,z=1+ 2t.

153. @ NapiSte rovnice priamky p, ktord prechddza bodom A = (0,1, —4) rovnobezne
s priamkouq: x+2y+2—1=0, 2z +2y—32+6 =0.

154. @ Napiste rovnicu roviny p, ktord prechddza z-osou rovnobezne s priamkou p :
r=14+t,y=2+4+2t,z2 =1+ 3t.

155. @ Najdite vSeobecni rovnicu roviny v A3:
a:r=1—u+2v, y=24+u+v, 2=1+2u— 3v.
Ako mozte overit spravnost vysledku?
156. @ Dokézte, ze roviny
a: r=1+u—v, y=—-u+2v, z=u+wv,
B: 3x+2y—2—-3=0
su totozné, a ze priamka
prrx=2+t y=-1, z=1+3t
lezi v rovine a.
157. 2 Zistite, ktoré z bodov
A=(6,8,15), B=(0,—1,-3), C =(6,7,1), D= (1,3,0), E=(1,0,1)
lezia na priamke p: x1 =2+ 2t, 290 = 2 + 3t,23 = 3 + 6t.
158. Zisite, ¢i bod M lezi v podpriestore A+V,, kde A = (2,2,1), V,, = ((1,2,1),(1,3,0)).
159. 2 Na&jdite parametrické vyjadrenie priamky, ktora lezi v rovine
a:rx+2y—z+1=0
a pretina priamky
p: z=1+4+1t y=1, z =4,
q: 3z+y+z2z—11=0, z+2-3=0.



160. Napiste rovnicu roviny, ktora prechadza priamkou p: x+2y—24+4=0, 3r —y+
2z —1=0abodom A =(-3,1,0).
161. Napiste rovnicu roviny, ktord prechadza priamkou
p:2x+3y—2+5=0
3r—2y+2z—1=0
a ma smerovy vektor

(a) u=(1,1,1),

(a) u= (4,-7,—13).
162. »# Najdite stiradnice vrcholov nejakej kocky v A3(R), ktorej jedna hrana je tsecka
spajajica body (—1,—1,—1) a (2,3,4).
163. 2 Dopliite body A = (1,0,0), B = (1,2,3),C = (2, —1,2) priestoru A* bodom D

roznym od A, B, C' tak, aby celd stvorica bola koplanarna.
164. @ Zistite, ¢ body (—1,1,0),(0,1,0),(—1,1,1), (2,2, —1) priestoru A? sii alebo nie
su koplanarne.
165. Dokézte, ze prienik roviny
o Tx —6y+52—-35=0

S rovinou

B:rrx=1—-u+4+v, y=24+u—2v, z=u+v
je priamka a najdite jej parametrické vyjadrenie.
166. »2 Najdite kolmy priemet bodu P = (10,10,7) do roviny prechadzajicej bodmi
(1,0,0), (0,2,0) a (0,0,3).

167. @ Zistite, ¢i bod M lezi v rovine A + (u,v), kde A = (2,2,1), u = (1,2,1),

(a) M:(6,3 ,13),
(b) M =(7,17,8),
(c) M = (7,13,5),
(d) M = (12,32, 15)

168. 2 Napiste sustavy rovnic pre strany (priamky) trojuholnika, ktorého vrcholy sa
priese¢niky stiradnicovych osi s rovinou a: 3z + 7y — 4z — 5 = 0.

169. 2 Urcte vnatorné uhly trojuholnika vytatého na rovine a: 3z —y+42z—-12=0
stradnicovymi rovinami.

170. Vypocitajte siradnice péaty kolmice spustenej zo zaciatku na rovinu
ax +by+cz+d=0.
171. @ Vypoditajte dizky vysok stvorstena ABCD ak
A=(6,0,0), B=(0,4,0, C=(0,0,2) a D=(0,0,0).
172. Stvorsten ma vrcholy
(1,1,2), (1,4,2), (5,4,-1), (13,0,5).

Urcte smer vysky spustenej z posledného vrchola! Aky uhol zviera tato vyska so spoj-
nicou stvrtého a druhého vrchola?



173. Vypocitajte siradnice taziska Stvorsena s vrcholmi (z;, s, 2;), i = 1,2, 3, 4!
174. Ukazte, ze spojnice stredov protilahlych hran stvorstena sa pretinaji v jeho tazisku!

175. »# Napiste parametrické rovnice priamky p, ktora prechddza bodom A = (5,1, —12)
rovnobezne s rovinou
a:3r—2y+z2z—-14=0
a pretina priamku
q: x=104+3t, y=—-5—-2t, z =6+ 2¢.

176. @ Urcte parametrické vyjadrenie i vSseobecné rovnice priamky p, ktord obsahuje
bod M = (3,—2,1), je rovnobezna s rovinou

a: 3r+4y+22+1=0

a pretina priamku
q: x=—-t,y=—-1—1t,2=2+43t.

177. @ Zostavte rovnicu roviny, ktord prechddza bodom A = (9,8,—7) kolmo na
priamku p, ak

(a) p: 2=35+2t, y=-435—t, z=3t,

(b) pr x—y—32—-91=0, 2zx+4+y—2z+2=0.

178. Napiste parametrické vyjadrenie aj rovnicu priamky ¢, ktord prechddza bodom
M = (m,n) kolmo na priamku p: ax + by + ¢ = 0.

179. Napiste rovnicu roviny, ktord je rovnobezna s osou z a na x- a y-osi vytina tseky
dizok 3 a 5!

180. @ Uréte vzajomni polohu rovin a, 8 z E3, ak
(a) a: 20 4+3y+42—12=0; p: 3x—6y+1=0,
(b) a: 3x —2y—324+5=0; [: 92 —6y—92—5=0,
(¢) a: z=14u+v,y = 24u,z = 3+u—v; f: x=1+u,y = 3utv, z = 4+2u+2v,
d) 2 a:x—-2y+2=0;, p:zx=14u+v,y=24+u,z=3+u—v.

181. @ Vysetrite vzdjomnui polohu priamky p a roviny a (pripadne urcte ich prienik),
ak
) 2 prarx=124+4t,y=94+3t,z=1+4+¢t «a:3x+5y—z—2=0,
)p:x=—-142t,y=3+4+4t,z2=3t; «a: 3x—3y+22—5=0,
(¢) p: 22 4+3y+62—10=0,2+y+2+5=0; «a:y+42+17=0,

) p: x4+2y+324+8 = 0,52+43y+2—16 =0; «: z =24u+3v,y = —8+6u—8v,z =
-3 —u+ 3v.

182. Dokazte, ze priamka p : x1 = 0,20 = 1 +t,x3 = 3 — 2t,£4 = 2t je rovnobezna s
rovinou @ : z1 =14+ u+v,29 = u,x3 = —1 — 2u, x4 = u — v a vypocitajte |pa|.
183. »2 Vysetrite vzajomni polohu priamok v E3:
prx—22=T7 y=>2
q:r+z=-1,2x+y=1.
184. @ Vysetrite vzajomni polohu priamok p, g, ak
(a) pr a=14+2t,y=2—-2t,z2=—t; q: x=—-2t,y=—-5+3tz=4,

a
(b) p: z2=3+4+t,y=—-14+2t,z2=4; q: z—-3y+2z2=0,c+y—2+4=0,
(¢) p: 20+3y=0,2+2—-8=0; ¢q: 2z—4=0,2x+ 3y =0.



Body A, A’ sa nazyvaju simerné podla priamky p, ak

e A/ —Alp,
e stred tsecky AA’ lezi na priamke p.

185. »# Na&jdite bod stimerny k bodu M = (1, -2, —2) podla priamky
r—6 y—5 z-2
1 3 -1
186. Néjdite bod simerny k bodu M = (1,2, 3) podla priamky
x—8 y—11 z—-4
1 3 -1
187. »2 Najdite parametrické vyjadrenie a vSeobecné rovnice priamky, ktora prechadza
bodom M = (1,2, 3) a pretina priamky

p:rx=2t y=—-1—-2t z=2+1,
q: z=4t, y= -2, z =3t.
(Mézte napriklad najprv ndjst rovinu, ktora obsahuje priamku p a prechiddza bodom M,
a nésledne najst jej prienik s priamkou q.)
188. 2 Su dané priamky:
prax=3+1t, y=-—-1+2t z=A4t,
q: x=-2+4+3, y=-1, z=4—1t,
r.x—3y+z2=0, x+y—2+4=0.

Urcte parametrické vyjadrenie priamky, ktora pretina prvé dve a je rovnobezné s trefou

priamkou.
(Podobne ako v predchddzajicom priklade mézte najprv néjst rovinu, ktora obsahuje

priamku p a smer priamky r, a nasledne najst jej prienik s priamkou q.)
189. @ Najdite priamku pretinajicu mimobezky

p:rrz+y=0zr—y+z=-4a
q: x+3y=—-4y+z2=2,

ktora
(a) prechddza bodom M = (2,3,8),
(b) mé smerovy vektor u = (1,1,1)

190. Bod, ktorého sprievodi¢ (smerovy vektor) zviera so z-osou uhol 27/3, sa kolmno
na zy-rovinu premieta do bodu (5, 12). Urcte jeho stradnice!

191. Aké uhly zvieraji so z-osou polpriamky, ktoré s osami x a y zvieraju uhol /37

192. Najdite priamky, ktoré so vSekymi siradnicovymi osami zvieraji zhodné uhly! Ak
je velkost tohto uhla?

193. Akej rovnici vyhovuji body, ktorych vzdialenost od bodu (—3,2,7) je 57
194. @ Na&jdite vzdialenost bodu M = (1,2, —3) od roviny prechddzajicej bodmi
(1,0,0), (1,1,0), (0,0, 2).



195. @ Najdite priamku, ktora kolmo pretina priamku
p:rrx=3+4t, y=1—-t,z2=2+05t

a y-0s.

196. Najdite rovnicu roviny, ktora pretina xy-rovinu v priamke
8r—4y+12=0, (2=0)

a ma od zaciatku vzdialenost rovnu 1!

197. Bodom (—3,0,5) vedte rovinu, ktord pretne yz-rovinu v priamke
2y—62+9=0, (x=0).

198. N&jdite rovnicu roviny, ktord kolmo rozpoluje tisecku s koncovymi bodmi (z1, y1, 21)
a (z2,9y2, 22)!

199. Najdite priesecniky roviny
x+3y—2z—-2
so spojnicou bodov (—1,3,2) a (5,—3,—1)!
200. Najdite suradnice bodu, ktory lezi na kolmici spustenej zo zac¢atku na rovinu
S5c—y+72+32=0
vo vzdialenosti 4 od tejto roviny!

201. N&jdite uhol, ktory zvieraju roviny

(a)

(b)
x—az—p=0, y—bz—qg=0

202. Osou z prelozte rovinu kolmi na rovinu

axr +by+cz+d=0.
203. Ak4 je vzdialenost rovnobeznych rovin

ar+by+cz+d=0 a axr+by+cz+d =07

204. Nijdite rovnicu roviny, ktora je rovnobeznd s rovinou

ar+by+cz+d=0
vo vzdialenosti p!
205. Aka je rovnica rovny, ktora rozpoluje vzdialenost dvoch rovnobeznych rovin?
206. Najdite rovnicu roviny, ktora prechddza bodmi

(O,y1,21),  (22,0,22), (23,%2,0)!

207. Rovina mé od zaciatku vzdialenost p a so stradnicovymi rovinami zviera uhly
a, beta, gama. Urcte jej rovnicu!

208. N8jdite rovnicu roviny, ktora je rovnobezna s z-osou, prechadza bodom (x¢, Yo, z0)
a s y-osou zviera uhol a!



209. @ Vypocitajte vzdialenost mimobeziek p, q:
prx=9+6t,y=—-2t,z=2—1,
r+5 y—5 z-1
3 2 =27

210. @ V mnozine vsetkych rovin priestoru E? obsahujticich priamku
p: 2x+y—32+2=0, 5z+5y—42+3=0
najdite dvojicu navzajom kolmych rovin tak, aby jedna z nich obsahovala bod P =
(4,-3,1).
211. @ Napiste vSeobecnt rovnicu roviny, ktora obsahuje priamku
p: x—3y+72+36=0,2z4+y—2+15=0
a jej vzdialenost od bodu O = (0,0,0) je 3.

212. Néjdite vzdialenost bodu (zo, yo, 20) od priamky prechddzajicej zac¢iatkom a ma-
jucej smer (a, b, c)!
213. » Najdite priklad troch priamok v E? tak, aby Iubovolné dve z nich boli mimo-
bezné.
214. Nijdite parametrické vyjadrenie a vSeobecné rovnice priamky uréenej
(a) bodom A = (5,—1,4,2) a smerovym vektorom a = (3, —1,4,2),
(b) bodmi B = (5,-1,3,2), C = (6,—1,5,5).
215. 2 Presvedcte sa, ze
r1=14u—2v—w
To = U+ w
r3 =—1—-u+wv
T4 =2u—v+w
je parametrické vyjadrenie roviny v Stvorrozmernom afinnom riestore. Ktorym paramet-
rom zodpoveda v tomto vyjadreni bod M = (4,1, —3,3)?

216. »2 Niéjdite parametrické vyjadrenie podpriestoru v E?, ktorého veobecné rovnice
su
5x1 +6x9 —2x3+Txg +425 —3 = 0
201+ 319 —x3 +4x4+ 225 —6 = 0.
217. 2 V E* nech (O, ey, es, e3, 1) urcuje stiradnicovii stistavu. Uréte vzajomni polohu
roviny O + (e1,e2) s priamkou Ey + (e3), kde E4 = O + ey4.
218. @

(a) V E* najdite priklad dvoch rovin, ktoré sa pretinaji v jedinom bode.
(b) V E* najdite priklad mimobeznej priamky a roviny.
(c) Néjdite priklad dvoch mimobeznych rovin v FES.

219.

(a
(b) £ Dokézte, ze priamka a rovina v E? nemozu byt mimobezné.
(c) V E* nijdite priklad mimobe#nej priamky a roviny.

@
) Né&jdite priklad troch priamok v E3 tak, aby lubovoIné dve z nich boli mimobezné.
)
)
(d) Dokézte, Ze dve roviny v E* nemozu byt mimobezné.



(e) Najdite priklad dvoch mimobeznych rovin v E®.

220. @ V E* st dané body
Py=(1,1,2,2), P, =(0,1,0,1), P, =(1,2,0,3) a @ = (0,2,—4,2), R=(—1,2,—4,1).
(a) Zistite, Ci platl' Q € <P0,P1,P2>, R e <P0,P1,P2>.
(b) Vypocitajte dimenzie afinnych podpriestorov (Py, Pi, Ps), (Po, P1, P2, @),
<P03P17P2aR>'
(¢) Vypocitajte dimenziu afinného podpriestoru (P, Py, P2) N (Q, R).
(d) Vypocitajte dimenziu afinného podpriestoru (Py, P1)N{(Q, R), a zistite vzdjomnu
polohu (P, P1) a (Q, R).



13. INVARIANTY AFINNYCH TRANSFORMACII

221. Nech 7: E? — E? je kolmé premietanie na z-os: 7: (a,b) — (a,0).
(1) Najdite invariantné body premietania , tiez invariantné smery a ich vlastné
¢isla.
(2) N&jdite invariantné priamky transformécie . St medzi nimi aj bodovo samod-
ruzné priamky?
222. 2 Nech ¢: E? — E? je simernost podla priamky y—x = 0, t.j. ¢: (a,b) > (b, a).
(1) N&jdite invariantné body zobrazenia ¢, tiezZ invariantné smery a ich vlastné ¢isla.

(2) N&jdite invariantné priamky transformécie . St medzi nimi aj bodovo samod-
ruzné priamky?

223. Nech f je transformécia euklidovskej roviny dana maticou

2 1 1
Aj=(1 21
00 1

(1) N&jdite invariantné body zobrazenia f, tiez invariantné smery a ich vlastné ¢isla.

(2) Najdite invariantné priamky transformécie f. St medzi nimi aj bodovo samod-
ruzné priamky?

(3) Viete povedat, ¢o za zobrazenie je f?

224. » TTo isté zadanie ako pri predchadzajicom cviceni pre zobrazenie g s analytickym
predpisom
225. To isté zadanie ako pri cviceni 223 pre zobrazenie g s analytickym predpisom
g(:r,y) = (_y - ]-7x - 3)

226. 2 Dané je afinné zobrazenie

f: (z,y) = Bz + 4y—12,42—3y + 6).
Na priamke

p: Tx—2y—24=0

néjdite bod, ktorého obraz lezi na tej istej priamke.
227. Napiste maticu inverzného zobrazenia k afinite f: E? — E?:

fi(zy) = (22 + 3y—7, 3z + 5y—9).
228. 2 Moze byt 0 vlastnym ¢islom afinity? Ak ano, uvedte priklad. Ak nie, zdévodnite.

229. @ Urcite samodruzné body a samodruzné smery afinnej transformacie E? — E2
(E3 — E3):

—
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~—

—

(2z—y+ 1,2 + 2y + 3),
(2z— 5y,2a:+3y)
(50—5y + 3 —50+ 5y +3),
(32— y,x+y),

(Bz—y + 6,3y +4),
(
(
(

o

— e
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3z + 4y—8,x + 3y—4),
4dx + 5y—11,2x + 4y—7),
51:—|—y,4x+8y)
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(i) (z,y,2) — (2e—2y—2z + 1,22 + 3y—3z,y—z + 4),
(k) (z,y,2) = (z—y +22—7,y + 2—5,2—2y + z + 6).

230. @ Urcte samodruzné body a priamky afinnej transformaécie:
(a) 2 (x,y) — (—x + 4y—2,22—3y + 3),
(b) (z,y) — (3z + y—1,2z + 2y—1),

c) (z,y) = (Tx—y— 1 43: —l— 2y+4)

d) (z,y) = (o + 5y—5. 52+ Ly—3),

231. Urcte samodruzné body, priamky a roviny afinnej transformacie:

(e) 2 (z,y,2)— (z+4y+2z+1,20+ 2y + 2z, —8x—22—1),
) (x,y,2) = 2z +y+ 1,2y + 2,22 + 3),

(8) (z,y,2) — (Bx—4y + 6,4z + 3y—8, -2z +9),

(h) (z,y,2) = Lz +y—22+2,—y + 2,2y + 2),

(i) (z,y,2) — (2y,2z,z + 1),

() (0292) > (@t 95+ 2,7+ 1),

(k) (z,y,2) — (222, —6z—y + 14,19z + 6y + 2—44),

D) (z,y,2) = (x—y,x +y, 2+ 2),
(m) (z,y,2) = (x+ 2+ 1,22 + 2y + 2—1,—22),

(n) (z,y,2) — (x 4+ 2y + 2—3, —y + 4, x+4y+z 2),

(0) (z,y,2)— e +y—2z+1,—z+2—-1,20+2y + 2+ 2),

(p) (z,y,2) — (62—2y—3z, 2z + 3y—62 + 6, —3x—6y—2z + 1),
(@) (z,y,2) = (—22—2y + 2z + 1,22 + 3y—3z,y—z + 4),

r) (z,y,2) — (2 + 4y—22 + 2,2z + by—2z + 2, —2x—4y + 32—2),

(

(
(s) (z,9,2) = (Lo + Ly, — L2z + L2y 2),

232. »# Transformécia roviny E? sa nazyva hyperbolickd rotdcia, ak mé tvar

f:2 = ax,

, 1

y = -y

a

alebo

fa = ay,

, 1

y = -z

a
pre nejaké a € R, a # 0. Nech p € R a nech h), je mnozina
{X = (z,9) | 2y = p}.
Ukézte, ze ak X € hy, tak aj f(X) € h,. Pokiste sa geometricky interpretovat toto
zobrazenie.



14. IZOMETRIE EUKLIDOVSKEJ ROVINY

233. »# Néjdite izometriu euklidovskej roviny, pre ktoru je bod (3,—1) samodruzny a
smery (1,1), (1,—1) st tiez samodruzné. Kolko je takych zobrazeni?

234. p Kolko existuje izometrii euklidovskej roviny, pre ktoré si smery stradnicovych
osi samodruzné a ktoré zaciatok sturadnic zobrazia do bodu (1, —2)? Nie je nutné napisat
analytické predpisy ani matice tychto zobrazeni, ale svoju odpoved zdovodnite, nestaci
len napisat pocet.

235. »# Kolko existuje izometrii euklidovskej roviny zobrazujicich bod (0,0) do bodu
(3,1) a bod (0,4) do niektorého bodu priamky 5z + 3y — 30 = 07

236. V rovine je dany trojuholnik ABC'. Urcte samodruzné body a samodruzné smery
transformacie, ktora body A, B, C zobrazi v poradi do bodov B, C, A.
237. @ Urcte afinna transforméciu roviny, pre ktort

(a) 2 stpriamky zr+y+1=0ax—y+2=0 invariantné a bod (1, 1) sa zobrazi
do bodu (2,2),

(b) je kazdy bod priamky z + 2y — 1 = 0 samodruzny a bod (1,2) sa zobrazi do
bodu (2,2),

(c) st stradnicové osi invariantnymi priamkami a body (2,0) a (0, 4) sa zobrazia do
bodov (—6,0) a (0, 8).

238. 2 Ak ma4 transformécia roviny dve roéznobezné samodruzné priamky, tak ich
priesecnik je samodruznym bodom tejto transformacie. Zdovodnite.
239. Vrcholy stvorstena st v bodoch
A = (07 07 0)7B = (1707 0)7 C = (07 17 0)7D = (07 07 1)'

N4jdite afinné zobrazenie, ktoré ktoré zobrazi body A, B,C,D do bodov B,C,D,A v
tomto poradi. Najdite invariantné priamky a roviny tohto zobrazenia.
240. 2 Urcte obraz priamky p, ktorej parametrické vyjadrenie je

x = 1+ 2t,

y = 1—t, telR
v osovej stmernosti zobrazujicej bod (0,0) do bodu (4, —2).
241. Zistite, ¢i f je zhodnost

(a) 2 f: (z,y) = (z—Fy+ 1,32+ 3y +1),
(b) f: (z,y) = (z+4,y+3),
(c) f: (@y.2) = (3o— 2y +1, 5o + gy +1,50).

242. Nijdite priamu a nepriamu izometriu, ktord zobrazuje
(a) (1,0) = (0,0) a (0,0) — (0, 1),
(b) 2 (1,0) — (1,1) a (5,2) — (—1,5).
243. V euklidovskej rovine najdite predpis pre pre simernost podla osi
(a) 2 20+y—2=0.
(a) 4+ y—5=0.
244. Urcéte s € R tak, aby existovala zhodnost, ktora zobrazi bod (0,0) — (5,0) a
(3,4) — (9, s). Najdite rovnice takéhoto zobrazenia a urcte obraz bodu (5, 0).



245. Rovina sa otéca okolo bodu (—1,3) o uhol 7/4. Do akych priamok sa zobrazia osi
sturadnicovej stustavy?

246. Napiste rovnice strdn pravidelného sestuholnika, ak na priamke 4x + 2y—1 = 0
lezi jedna jeho strana a zaciatok sustavy siradnic je jeho stredom stimernosti.

247. Dana je priamka p, na ktorej lezi strana rovnostranného trojuholnika. Nech T je
tazisko tohto trojuholnika. Urcte vrcholy tohto trojuholnika, ak p ma vseobecnt rovnicu

20 —y =20
al = (51).
248. Najdite vrcholy ostrych uhlov rovnoramenného pravouhlého trojuholnika, ak po-
znate treti vrchol C' = (1,2) a priamky
p:8r—y—20=0
q:Txr+4y — 41 =0,
na ktorych lezia hladané vrcholy.

249. Nech f je oto¢enie roviny E? o uhol ¢ okolo S a ¢ je otocenie o uhol 1) okolo 7.
Nech g o f je posunutie. Urcte vektor posunuta g o f. Co viete povedat o f o g7

250. 2 Pre aké s a t je zobrazenie f : E2 — E2

12
/
: = —y—3
fral = sot -3,
o By T
A TR T
zhodnostou? A o akt zhodnost sa jednd?
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