4 Kvadratické formy

4.1 Regularne kuzelosecky v euklidovskej rovine
4.1.1 Kruznica

Je dand stredom S € E? a polomerom r € R, r < 0 ako mnoZina bodov,
ktorych vzdialenost od stredu S je r:

K={XecE||XS|=r}

7 tejto definicie potom uz lahko odvodime rovnicu kruznice. V $pecidlnom

pripade, ak S = (0,0), tak bod X = (z,y) lezi na kruznici prave vtedy,

ked \/xz? 4+ y?> = r. Tato rovnost Standardne upravujeme tak, aby sme sa

vyhli odmocnine. Dostavame tak implicitni rovnicu kruznice, t.j. cosi
ako vSeobecnti rovnicu:

2 4yt =2,

Pri hladani rovnice pre kruznicu so stredom v Tubovolnom bode S =

(m,n) mézme uvazovat dvoma spdsobmi:
(a) Priamo z definicie kruznice musi pre bod kruznice platit, ze

(z,y)(m,n)| = r

VE—mE =R = 1
(@ —m)+ ly—nf =
Ak to nie je pre nejaké nasledné vypocty potrebné, rovnicu pre pre-
hladnost nechdvame v tomto tvare, neroznasobujeme.

(b) Kruznicu mézme vnimat aj ako kruznicu so stredom v zaciatku surad-
nic, pokial si stiradnice vhodne zvolime. Zvolme zaciatok stradnic v
strede kruznice a jednotkové vektory v smere siradnicovych osi pone-
chdme bezo zmeny. Povodné stradnice (z,y) si tak s nasimi pomoc-
nymi stradnicami (2',y") previazané posunutim:

¥ = x—m,
/
y = y—n.
Ak ma teda kruznica v pomocnych siradniciach rovnicu
/2 12 2
r+y =1
tak v pévodnych stradniciach mé tato kruznica rovnicu
2 2 2
(@ =m)"+ (y —n)* ="
Priklad 4.1. Aku kruznicu popisuje rovnica

327 4+ 3y° — 122 + 4y + 12 =07

45



4.1.2 Elipsa

Je dana dvoma ohniskami Fi, F5 a kladnym redlnym c¢islom a, pre ktoré
navySe musi platit 2a > |Fy, Fy|. Elipsa je definovana ako mnozina takych
bodov roviny, ktorych sucet vzdialenosti od ohnisk je konstantna. Presnejsie:

£={X cE?||XF|+ |XFs| = 2a}.

Pre odvodenie implicitnej rovnice elipsy (t.j. rovnice, ktord spliiaji presne
body elipsy) vlozime vhodnym spdsobom situdciu do stradnicovej ststavy.
Popritom sa zozndmime s terminolégiou zviazanou s elipsou:

o ¢ =1/2|FFy| je excentricita elipsy,

S =1/2(F, + F») je stred elipsy,
o priamka ?11_32 je hlavna os elipsy,
o priamka cez stred S kolma na hlavni os je vedlajsia os elipsy,

o vrcholy elipsy s jej priesecniky s osami; priesecniky s hlavnou osou s
hlavné vrcholy, prieseéniky s vedlajSou osou su vedlajsie vrcholy.

Lahko nahliadneme, ze vzdialenost hlavného vrchola od stredu elipsy je a,
hovorime tiez o dizke hlavnej poloosi. Podobne vzdialenost vedlajsieho
vrchola od stredu elipsy nazgvame dizka vedlajSej poloosi a oznacujeme
b. Medzi dizkami poloosi a excentricitou je vztah

a? =b* + e (11)

Zvolime teraz suradnice tak, ze stred elipsy je v zaciatku sdradnic a ohniska
lezia na z-osi, teda
F1:(—6,0), FQ:(evo)

a kone¢ne moézme pristupit k odvodeniu rovnice elipsy. Bod X = (z,y) lez
na elipse prave vtedy, ked

(@, y)(=e,0)[ + [(z,y)(e,0)] = 2a
Vic+e)+y2+/(z—e?+y2 = 2a.

Trpezlivymi a pozornymi dpravami (dvakrat treba rovnicu umocnit, vyuzit
vztah (11)) sa nakoniec dopracujeme ku kvadratickej rovnici



nazyvame ju tiez kanonicka rovnica elipsy. Ak by sme chceli zapisat rovnicu
elipsy so stredom v bode S = (m,n), hlavnou osou rovnobeznou s z-osou, na
zéklade tvah vykonanych pri kruznici len urobime posunutie a dostaneme

2 2

@=mp  (y=n)

a? b2 =1

4.1.3 Hyperbola

Definuje sa velmi podobne ako elipsa. Je tiez dand dvoma ohniskami Fy, Fy
a kladnym realnym ¢islom a, no v pripade hyperboly sa vyzaduje, aby 2a <
|1 F3|. Zodpovedajica hyperbola je potom mnozina takych bodov roviny,
ktorych rozdiel vzdialenosti od ohnisk je konstantna:

H={X ||| XF| - |XF| = 2a}.

Znovu vrcholy hyperboly su jej priesecniky s priamkou 1%1 F}. Vzdialenost
vrchola od stredu hyperboly je a. Dlzku b € RT mézme definovat vztahom

e? =a® + b (12)
Ohniské vlozime do suradnicovej ststavy presne ako u elipsy: F; = (—e, 0),

F, = (e,0) a pre body hyperboly dostaneme kanonicki rovnicu

I'Q y2

a?  b?

Hyperbola, ktorej stred bude posunuty do body (m,n) bude mat rovnicu

=1

(z—m)® (y—n)’
a? b2

=1

4.1.4 Parabola

Parabola je uréend ohniskom F' € E? a riadiacou priamkou [ tak, aby
ohnisko nelezalo na riadiacej priamke. Parabola je mnozina takych bodov
roviny, ktorych vzdialenost od ohniska je rovnaka ako vzdialenost od riadiace;
priamky:

P={XcE||XF|=|XI|}. (13)

Pre parabolu v kanonickom tvare volime F' = (0,%) a riadiacu priamku /

tak, ze jej vSeobecnd rovnica je y 4+ 5 = 0, teda p je vzdialenost ohniska od
riadiacej priamky. Z metrickej definicie paraboly (13) potom dostaneme jej
kanonickt rovnicu

2% = 2py. (14)
Ostatné tvary kanonickej rovnice st 2py = —a?, 2pz = y?, 2pxr = —y?. Pre
parabolu v tvare (14) je
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« bod (0,0) vrcholom paraboly,
« priamka o, (t.j. y-0s) osou paraboly.

Tak ako v pripade elipsy a hyperboly, posunutim paraboly (14) tak, ze jej
vrchol sa posunie do bodu (m, n) sa implicitna rovnica paraboly zmeni na

(x —m)* = 2p(y —n).
Priklad 4.2. Zistite, akd parabolu popisuje rovnica
Y 422 — 2y — 3

t.j. najdite jej vrchol, ohnisko, riadiacu priamku.

4.1.5 Kuzelosecky v rovine, vSeobecnejsie

Rovnice vSetkych doteraz skiimanych kuzeloseciek boli kvadratickymi rovni-
cami, v ktorych sa okrem absolutneho a linearnych ¢lenov vyskytovali este
¢leny s monémami 2 a y?. Rovnica kuZelosecky mala teda tvar

ar? + by +cx +dy +e=0.

Typ kuzelosecky, teda ¢i ide o elipsu, hyperbolu alebo parabolu, zavisi od
kvadratickych koeficientov.

Priklad 4.3. Uvazujme parabolu y = 2. Zmefime siradnicovi stistavu tak,
ze zacfiatok ststavy ponechdme v (0,0) a novymi stradnicovymi vektormi
budu

/
el :e1+e27

€, = —ej + es.
Rovnica nasej paraboly v novej stradnicovej sistave potom bude
v 2oy +y?—x—y=0.
Vidime, ze kvadraticka rovnica uz obsahuje aj zmiesany kvadraticky clen.
Vseobecne rovnica kuzelosecky ma tvar
az® 4 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0. (15)

Bude velmi uzitocné zapisovat tito rovnicu maticovo:

a b c x
(l‘yl) b ¢ e y | =0.
d e f 1
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Vidime, ze kuzelosecku popisant rovnicou (15) vieme reprezentovat symet-
rickou maticou stupna 3.

Pre dant rovnicu (15) by sme cheeli zistit, ¢i ide o rovnicu kuzelosecky,
a ak édno, aky typ kuzelosecky rovnica reprezentuje. Vyéitat to priamo z rov-
nice (15) uz nie je také priamodiare ako v pripade, ked jej rovnica neobsahuje
zmiesany Clen. ZmieSany ¢len sa v rovnici nachadza vtedy, ked osi kuzelosecky
nie s rovnobezné so suradnicovymi osami. Snazime sa preto aplikovat afinnd
transformdciu (alebo ekvivalentne: zmenit siradnicovi sustavu) tak, aby sme
sa zmiesaného ¢lena v rovnici zbavili.

4.2 Diagonalizacia kvadratickej formy
4.2.1 Kvadratické formy a symetrické matice

Definicia 4.4. Nech k je pole (char k& # 2). Potom n-arna kvadraticka
forma nad k je homogénny polyném stupna 2 o n premennych:

q(l‘l, e ,In) = Zcijl'lﬂ?j, cij S k’/

i<j
Kvadraticku formu tiez chapeme ako zobrazenie k" — k
Priklad 4.5.  « ¢(r) = az? — undrna kvadratickd forma,
e q(z,y) = azx® + bwy + cy? — bindrna kvadraticka forma,

o q(z,y,2) = ax® + by? + cz® + dvy + exz + fyz — ternarna kvadratickd
forma,

Priklad 4.6. Kvadraticky polyném ax? + bx + ¢ nie je kvadratickd formal
Podobne polyném v rovnici pre kuzelosecky;,

az® 4 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f,

nie je kvadraticka forma, ale d4 sa z neho homogenizaciou kvadraticka forma
vyrobit:
azx® + 2bxy + cy?® + 2dxz + 2eyz + f22. (16)

Naspét k rovnici kuzelosecky sa dostaneme dosadenim 1 za premennt z.
Kvadraticku formu (16) vieme zapisat aj v maticovom tvare:

a b c T
qzy,2)=(z y z)[ b c e y
d e f z
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Tvrdenie 4.7. Ku kazdej n-drnej kvadratickej forme g = q(z1, ..., x,) exis-
tuje prave jedna symetrickd matica A stupna n taka, ze

I
q(xl,...,a;n):(:pl R )A
x?’b

a naopak, kazda symetrickd matica zodpoveda kvadratickej forme.
Dokaz. Nech q =}, cijviz;. Polozme

T

(ZL’l (En)A :Zc”xlxj

T, i<j

Ide o rovnost kvadratickych formiem. Splnené bude prave vtedy, ked na pra-
vej aj na lavej strane st pri rovnakych monémoch rovnaké koeficienty.
Po roznasobeni na lavej strane tejto rovnosti mame

I n
( 1T ... Tp ) A : = Ay T + (aij + aji)xixj
T, i=1 1<i<j<n
n
_ § : 2 E
= Ay X5 + 2 AijTiTj.
i=1 1<i<j<n

Vidime, Ze koeficienty a;; st jednoznacne urcené koeficientami c;; a naopak.
O

Kvadraticku formu ¢ sme nahradili symetrickou maticou A. Tdto matica
je podla prave dokazanej vety jednoznac¢ne urcend. Teraz chceme maticu A
kvadratickej formy diagonalizovat, t.j. chceme volbou vhodnej bazy priestoru
k™ eliminovat a,; pre i < j.
4.2.2 Metéda 1: Lagrangeova

Pri diagonalizacii kvadratickej formy touto metédou pouzivame dva typy
aprav:

e Uprava na uplny stvorec: substiticia typu

ax? + brx; = a(z; + —



o ak ¢len z;z; nie je mozné eliminovat predchadzajicou substiticiou
(lebo forma neobsauje ¢len s monémom 7 ani x3), pouZijeme tpravu

1 1 1
Ty = Z(xl + ;) — Z(ZEZ —z;)? =~ — —a".
Priklad 4.8. Diagonalizujme kvadratickt formu ¢ : R* — R:

2
Q(.’El, T2,X3, l‘4) = —2.'132 + T1Xo + 2$2I3 — 3I3.’L’4,

t.j. jej matica je

0 1/2 0 0
12 =2 1 0
A= 0 1 0 —3/2
0 0 -3/2 0
Pouzivame Lagrangeovu metodu:
5 1
q(z1, 29, x3.24) = —2(x5 — 53:1102 — Tow3) — 3T3%4
1 1
= —2((1]2 — le — 51‘3)2 — (le + 51‘3)2) — 31‘31]4
= =2 = L )2+12+13+1 3
= ) 41’1 2[173 81'1 21'3 21’11’3 T3T4

1 1
= —g(—xl + 43’;2 = 21'3)2 + g(l‘% + 41’11‘3) + §$1$3 - 31:3334

1 1
= —g(=mn +4my = 225)° + S (w1 + 22)° — 3ms7,

1 1 3 3
= —g(—xl +4x9 = 21’3)2 + g(l’l + 2[E3)2 — Z([Eg + 1'1) + 1(1’3 — 1'1)2

Vidime, Ze po substitticii (t.j. v novej béze R*)

¥y = xp — 4wy + 2713
xy = x1+ 213

Ty = 3+ 14

T, = x3—14

je kvadraticka forma ¢ diagonalna:

2 2

1 1 3
’2 +inl .

3
q= —éxf +g% -~ Zxé
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Cely proces mozme elegantne zapisat pomocou matic:

x 1 -4 2 0 1 1
@ 1 0 2 0 T To

_ =P 17
x) 0 0 1 -1 Ty T4

Maticové vyjadrenie formy g v novej baze je tak

-+ 0 0 0 i
0 &£ 0 0 @}

q:(Ill x/2 xls Iil) 0 8 _% 0 x/j :(xl Ty xi& ZL’Z)B
o 0o o0 3 )

Spolu s (17) potom mame

T
q:({L‘l Ty I3 ZL‘4)PTBP T3 y
L4

¢ize pre matice A a B plati
A= PTBP.

Pozorovanie z tohto prikladu mozno zjavne prirodzene zovseobecnif pre
[ubovolnu kvadratickt formu ¢ : k™ — k:

Nech x = (z1,...,2,) ax’ = (2],...,2]) si dve bazy priestoru k" a nech
x' = Px. Nech dalej A resp. B je matica kvadratickej formy ¢ vzhladom na
bazu x resp. x'. Potom A = PTBP.

Naopak, nech A a B st symetrické matice stupna n. Nech existuje re-
guldrna $tvorcovd matica stupna n takd, ze A = PTBP. Potom A a B st
matice tej istej kvadtratickej formy vzhladom na dve rézne bazy, pricom P
je maticou prechodu medzi tymito dvoma bazami.

Definicia 4.9. Stvorcové matice A a B stupiia n sa nazyvaji kongruentné
(A = B), ak existuje reguldrna Stvorcovd matica P taka, ze A= PTBP.

Uvahami spred definicie sme dokézali tvrdenie:

Tvrdenie 4.10. Symetrické matice A a B stupna n si maticami tej istej
kvadratickej formy (vzhladom na mozno rozne bézy) prave vtedy ked st
navzajom kongruentné.

Jednoducho a priamociaro sa daju ukazat tieto vlastnosti relacie kongru-
entnosti matic:
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o Kongruentnost matic je relaciou ekvivalencie.

o Ak A je symetrickd matica a A = B, potom aj B je symetrickd matica.

Priklad 4.11. 77?7 Diagonalna matica, s ktorou je dana symetrickd matica
kongruentné, nie je jednoznacna: nech q(z,y) = 1022 + 5y* — 2xy.
(a) q(z,y) = (92° + y* — 6zy) + (2% + 4y* + dwy) = (v + 2y)* + 3z — y)?
(b) Lagrangeovou diagonaliza¢nou metédou dostaneme:

1
1022 + 59 — 2zy = 10(2? — gxy) + 5y?

1 2 1 2 2 1 2 49 2
—y)? - — 5y? = 10(x — — — 2
1Oy) oY oy (z 10@/) + 1Y

Méame tak pre tu istu kvadratickil formu tri rézne symetrické matice,
ktoré ju popisuji, vzdy v inej baze:

10 1 10 10
=(V5) m=Gr) (0 8)

Tieto matice st vsetky navzajom kongruentné.

= 10(x —

o

4.2.3 Metoéda 2: simultanne ekvivalentné tpravy matice

Skusime teraz diagonalizovat kvadratickd inym postupom. Aby sme sa vyhli
zdlhavému vypisovaniu premennych, formu si hned reprezentujeme maticou.
Maticu budeme modifikovat takymi tipravami, aby sme zotrvavali v triede
kongruencie tejto matice, teda maticu modifikujeme tak, aby po kazdom
kroku bola vysledkom matica, ktora je kongruentna s danou maticou. To
znamena, ze ak na matici vykondme nejakt ekvivalentni riadkovi tpravu,
nésledne v nej vzdy vykoname tu ista stipcovit tpravu: Ak U je reguldrna
stvorcova matica, potom

o AU je matica, ktord vznikne z A aplikovanim ekvivalentnej stipcovej
lpravy ,,zakédovanej* v matici U,

e UT A je matica, ktord vznikne z A aplikovanim tej istej istej tipravy.
Zjavne vieme kazdi maticu diagonalizovat:

o uprava 1. typu: ak a; # 0, tak znulujeme vSetky a;; a aj; (i # j)
pripoc¢itanim vhodného nasobku i-teho stlpca resp. riadku k j-temu,

« Uprava 2. typu: ak pre vsetky ¢ také, ze a; # 0, plati a;; = aj;; = 0
(inak: uz sme tpravou 1.typu znulovali vSetko, ¢o sa dalo), nech i je
najmensie také, ze a; = 0 a a;; # 0 pre nejaké j, potom j-ty riadok
pripo¢itame k i-temu a to isté urobime so stipcami.
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Upravou 2. typu uréite ,, nerozhddzeme* Tavii horni (i—1) x (i—1) podmaticu
a v nasledujucich krokoch uz vieme vynulovat vsetky prvky v i-tom riadku
a stlpci, okrem diagonalneho. Tymto sme vlastne ukazali:

Tvrdenie 4.12. Kazda symetrickd matica je kongruentnd s nejakou diago-
nalnou maticou.

Priklad 4.13. Reprezentujme si maticu kvadratickej formy z Prikladu 4.8
maticou a snazme sa ju diagonalizovat prave popisanou metddou.

0 1/2 0 0 /8 0 1/4 0 1/8 0
/2 -2 1 0 | o —2 1 0 [ o -2
0 1 0 —=3/2 || 1/4 1 0 -3/2 - | 0o 1
0 0 =3/2 0 0 0 -3/2 0 0 0
1/8 0 0 0 1/8 0 0 0 1/8
| o -2 o0 0 [ o —2 o0 0 | o
-~ o o o =32~ 0o o -3 =32~ o
0 0 —=3/2 0 0 0 -3/2 0 0

Vidime, ze sme dostali inti diagonalnu kvadraticka formu ako pomocou Lag-
rangeovej diagonalizacnej metody. Vyvstava tak prirodzend otdzka: ¢o maju
tieto diagonalne kvadratické formy spolocné? Mdzme si vSimnuf, Ze je to
pocet kladnych a zadpornych ¢isel na diagonéle.

4.3 Sylvestrov zakon zotrvacnosti

Odteraz az do konca kapitoly budeme pracovat s kvadratickymi fomami nad
redlnymi c¢islami.

Definicia 4.14. Nech A je diagonalna matica nad redlnymi ¢islami. Signa-
tira matice A, ozn. o(A) je trojica (s4,s_, sg), kde

e s, je pocet kladnych prvkov na diagonéle,
e s_ je pocet zapornych prvkov na diagonéle,
e Sp je pocet nulovych prvkov na diagonale.

Zrejme hodnost matice A, h(A) = sy + s_ a stupen matice n = s, +s_+
S0-

Veta 4.15 ((Sylvestrov zdkon zotrvacnosti)). Nech A, B st diagondlne ma-
tice nad R a nech A = B. Potom ¢(A) = o(B).

o4

0
0
~1/2 —3/2
—3/2 0
0 0 0
—2 0 0
0 -3 0
0 0 3/4




Dékaz. Nech A = B. Riadkové ani stlpcové ekvivalentné tpravy nemenia
hodnost matice, preto h(A) = h(B) = h. Oznac¢me

o(A) = (k,h—k,n—h),
o(B)=(l,h—1,n—h).

Potrebujeme ukazat, ze k = [.
Poradie prvkov na diagondle vieme upravami zachovavajicimi kongruen-
tnost zmenit, preto bez ujmy na vSeobecnosti mézme predpokladat, ze

A:diag(al,...,ak,—akﬂ,...,—ah,O,...,O), a; > 0,
B = diag(bl, co by _bl+17 ey, —=bp, 0, 7O), b; > 0.

KedZe matice A a B st kongruentné, plati B = PT AP pre nejakt regularnu
maticu P. Stipce matice P tvoria bdzu v1, ..., v, vektorového priestoru R™.

Matica A je maticou kvadratickej formy v Standardnej baze eq,...,e, a
matica B je maticou tej istej kvadratickej formy vzhladom na bazu vy, ..., v,.
Nech S je podpriestor priestoru R™ generovany vektormi ey, ..., e a nech T
je podpriestor generovany vektormi v;,1,...,Vv,. Potom pre vSetky nenulové
vektory x € S plati x' Ax > 0. Na druhej strane pre vietky vektory y € T
plati y’ By < 0. Priestory S a T maju preto spolo¢ny iba nulovy vektor.
Odtial

dim(S+7)=dimS+dimT =k+ (n—1) <n,

preto k < [. Analogicky ukazeme, ze [ < k. O

Definicia 4.16. Nech A je symetricka matica nad R. Signatiira matice A,
ozn. o(A) je signatira diagonalnej matice, s ktorou je A kongrunetna.

Doésledok 4.17. Nech A, B st symetrické matice rovnakého stupna nad R.
Matice A a B st kongruentné prave vtedy, ked o(A) = o(B).

Dokaz. Kazdu symetricki maticu vieme vhodnou zmenou bazy upravit na
taki diagonalnu maticu, v ktorej sa zhora nachadzaji na diagondle najprv
kladné prvky, potom zaporné a na zaver nulové. Nad redlnymi ¢islami mozme
s ipravami pokracovat tak, ze kladné prvky nahradime jednotkami a zaporné
minus jednotkami. Zrejme kazdej symetrickej matici nad R zodpovedé prave
jedna takato diagonalna matica. O

(Ako by situdcia vyzerala, keby sme uvazovali formy nad komplexnymi
¢islami?)

Definicia 4.18. Kvadraticka forma ¢ : R™ — R sa nazyva
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« kladne definitna, ak ¢(x) > 0 Vx € R", x # 0,
« kladne semidefinitna, ak ¢(x) > 0 Vx € R",

» zaporne definitna, ak ¢(x) <0 Vx € R", x # 0,
« zaporne semidefinitng, ak ¢(x) <0 Vx € R,

« indefinitna, ak 3x,y € R": ¢(x) > 0,¢(y) < 0.

Symetricka matica sa tiez nazyva kladne definitnou, ak kvadraticka forma,
ktoru reprezentuje, je kladne definitnda, analogicky pre ostatné pripady defi-
nitnosti.

Diagondlna matica matica A je zjavne kladne definité, ak o(A) = (n,0,0).
Podobne vieme charakterizovat aj ostatné pripady definitnosti.

Stojime teraz este pred vyzvou: ako zistif definitnost akejkolvek symet-
rickej matice bez toho, aby sme ju upravovali na diagonalny tvar?

Priklad 4.19. Nech A je symetrickd matica

A= a1 Q2 (18)
app azg )’
Hodnota kvadratickej formy ¢ urcenej touto maticou v jednotkovych vekto-
roch je

Aby bola tato kvadratickd forma kladne definitnd, nutne musi platit, ze ai;
aj agy su kladné cisla. Avsak vidime, ze tieto podmienky nie st postacujice:
ak napriklad a;; = as = 2 a ajp = —2, pre vektor (1,1) mame

(4T

Sktisme ndajst aj postacujicu podmienku kladnej definitnosti pre maticu
stupnia 2. Potrebujeme, aby pre maticu (18) platilo

( Ty ) ( fu a1 > ( ¢ ) = CL11352 +2a12xy+a22y2 >0 Vr,ye€ ]R((a:,y) # (070))

a2 Q22 Yy

2

X X

tJ ai () + 2a19— + agse > 0.
Y Y
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Toto je zjavne ekvivalentné podmienke, ze diskriminant kvadratickej rovnice
je zaporny a sucasne aq; > 0 alebo inak:

a1 >0 a detA>0.

Veta 4.20 (Sylvestrovo kritérium kladnej definitnosti). Nech A je symtricka
matica stupnia n nad R. Matica A je kladne definitnd prave vtedy, ked vsetky
vedtce hlavné minory matice A su kladné.

Doékaz. Nech A je kladne definitnéd. Indukciou ukazeme, 7Ze jej vedice hlavné
minory su kladné.

Pre n = 1 je tvrdenie zjavne pravdivé. (V predchadzajicom priklade sme
si ho dokazali dokonca pre n = 2.)

Nech je tvrdenie pravdivé pre n — 1. Ak e; je prvy bazovy vektor, z
podmienky elTAel > 0 mame, ze a;; > 0. Pripoc¢itanim vhodného nasobku
prvého riadku k ostatnym (t.j. nahradenim matice A maticou PTA; P je
vhodn8 reguldrna matica) vynulujeme v prvom stipei vetky polozky pod
a11. Potom prevedieme tie isté stipcové tpravy (t.j. maticu PTA nahadime
maticou PTaP). Namiesto povodnej matice A mame teraz s fiou kongruentnii

maticu T
. a1 0
B= < ) B ) . (19)

Matice A a B maju tie isté vedice hlavné minory, pretoze ziadna z prevede-
nych tUprav nezmenila determinant matice a dokonca ani determinant hlav-
nych podmatic. Kedze A = B, je aj matica B kladne definitna. Potom ale
aj jej podmatica B’ je nutne kladne definitné. Z indukéného predpokladu st
potom vsetky vedice hlavné minory matice B’ kladné. KedZe vediice hlavné
minory matice B (a teda aj matice A) st aj;-ndsobkami vedice hlavnych
minorov matice B’, si aj vedice hlavné minory matice A kladné.

Pre opac¢nu implikdciu predpokladajme teraz, ze A ma vsetky vedice
hlavné minory kladné. Odtial potom aq; > 0, kedZe ide o prvy minor. Aj teraz
maticu A nahladime kongruentnou maticou B (19) s rovnakymi minormi.
Kedze podla predpokladu druhy minor a;q(B’)11 je kladny, plati, ze (B');; >
0, a pomocou tohto prvku znulujeme vsSetky prvky nachadzajice sa v druhom
sﬂpci pod diagonélou, podobne pre druhy riadok. Vidime, Ze ak pokracujeme
v diagonalizécii matice A, dopracujeme sa nakoniec k diagon8lnej matici,
ktora bude maf na diagonale iba kladné ¢isla, a teda je kladne definitna. [

Analogicky m6zme charakterizovat zaporni definitnost: matica A je za-
porne definitnd, ak pre jej vediice hlavné minory plati

A1<0, A2>0,A3<0,...
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Semidefinitnost a indefinitnost uz takto jednoznacne testovat nevieme. Pre
najdenie signatiry takej matice je naozaj vhodné siahnut po diagonalizacii.

4.4 Kvadratické formy pri skimani priebehu funkcie
dvoch premennych

Z analyzy uz viete, ze pri skiimani vlastnosti funkcie viacerych premennych si
zaujimavymi tzv. kritické body. V nich funkcia méze (ale nemusi) nadobud-
nit extrém. Pre rozhodovanie, ¢i ide o extrém a ak dno, o aky (maximum vs.
minimum) st velmi uzito¢né nase prave nadobudnuté vedomosti o kvadratic-
kych formach. Postup, ktory poznate z analyzy, si teraz osvetlime z hladiska
geometrie. Zaoberat sa budeme funkciou dvoch premennych.

Analytickd funkcia je vo zvolenom bode (xg,yo) aproximovana Tayloro-
vym polynémom:

Ty(o.) = o) + 5 (o.)@ = 20) + 5 o)y = )

1 [0? 0? 0>
5 (G o) — 20+ 257 o) = o)y o) + 54
(20
+ ...

Cim vyssi stupeti polynému zvolime, tym lepsie bude polyném funkciu ap-
roximovat. Polyném stupna 0, t.j. konstanta, bude mat v skimanom bode s
danou funkciu spolo¢ni funkénii hodnotu. Ak aproximujeme linearnym po-
lynémom, bude mat tento polyném s funkciou v skiimanom bode spolo¢ni
nielen funk¢nit hodnotu, ale ich grafy budd mat v tomto bode spolo¢ni aj do-
tykovi rovinu. Este lepSiu aproximéaciu poskytuje Taylorov polyném druhého
stupna: tu uz z polynému vycitame nielen, ¢ funkcia v tom-ktorom smere
rastie ¢i klesa, ale aj ako sa jej rast ¢i klesanie zrychluje alebo spomaluje, t.j.
ako sa jej graf v okoli tohto bodu ohyba. Exaktnejsie povedané, grafy funkcie
a jej aproximacie Taylorovym rozvojom druhého stupna maja v danom bode
spolo¢ni nielen dotykovi rovinu ale aj krivosti v réznych smeroch. Toto je uz
dostatocné informadcia pre rozhodnutie, ¢i v tomto bode mé funkcia extrém.
Pri hladani extrémov funkcie f dvoch premennych postupujeme takto:

1. Najdeme kritické body funkcie f, t.j. také body (zo,yo), pre ktoré

0 0
ai(xo,yo) = 85(950,90) =0.

Su to body, v ktorych je dotykova rovina grafu funkcie vodorovna.
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2. 'V kazdom kritickom bode aproximujeme funkciu polynémom druhého
stupna a na zaklade tohto polynému rozhodneme, ¢i ide o extrém fun-
kcie, a ak ano, aky je to extrém.

Rozoberieme este trochu druhy krok tohto postupu. Pre pohodlnejsiu
manipulaciu transformujme siradice tak, ze zaciatok suradnicovej sustavy
posunieme do bodu (zg, yo, f(20,%0)) a z-stiradnicu naskalujeme, aby sme sa
zbavili faktora 1/2 v rozvoji. Mame tak nové stradnice (Z, 7, 2):

Rozvoj (20) druhého stupna v novych stradniciach bude potom vyzerat:
Z = doo®® + 2d11 E§ + doof’,

kde d;; st hodnoty parcidlnych derivacii, ako sme ich vypocitali v (20). Fun-
kcia je po vhodnej volbe suradnic teda aproximovana kvadratickou formou, a
o tejto uz vieme lahko rozhodnut, ¢i nadobida v (0, 0) (ostré) maximum resp.
minimum — bude to prave vtedy, ked je kvadraticka forma negativne resp. po-
zitivne definitna. Definitnost formy v tomto pripadne najlepsie rozhodneme
pomocou Sylvestrovho kritéria.

Definicia 4.21. Nech f : R? — R? je funkcia, ktord mé vSetky druhé
derivacie. Hessian funkcie f je Stvorcova matica

*f  9f
2
Hi=| 5 %

Oyox y?

Hessidn je teda vo vhodnej stiradnicovej stistave matica kvadratickej formy;,
ktora najlepsie aproximuje funkciu v skiimanom kritickom bode.
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