1. Elipsa ako afinny obraz kruznice

1.1. Obraz kruznice v kolmej osovej afinite. Uvazujme

e kolmi osovu afinita f,
e kruznicu k, ktorej stred lezi na osi afinity f.

Obraz kruznice k v afinite f nazyvame elipsou.

Priklad 1.1. Kolm4 afinita s charakteristikou 1/2.

Zakladné pojmy spojené s elipsou:

e tetiva elipsy je tsecka spajajuca dva body elipsy,

e stred elipsy je obraz stredu kruznice v prislusnej afinite; kedze afinita
zachovava deliaci pomer, t.j. stred tiseCky zobrazuje na stred tsecky, je
stred elipsy aj jej stredom siimernosti,

e priemer elipsy je tetiva prechadzajica stredom elipsy, ide teda o obraz
priemeru kruzZnice,

e hlavna os je najdlhsi priemer elipsy, ide o tetivu spajajicu hlavné vr-
choly elipsy, tsecka spdjajuca stred a hlavny vrchol je hlavna poloos,
jej dizka sa Standardne oznacuje a; analogicky vedlajSia os je najkratsi
priemer elipsy, spaja vedlajsie vrcholy a pozostdva z dvoch vedlajsich
poloosi, dizka vedlajsej poloosi sa Sandardne oznacuje b; pre konstrukciu
elipsy je vzdy dolezité poznat jej hlavnt a vedlajsiu os.

Dolezitym prvkom pri konstruovani elipsy st zdruzZené priemery elipsy,
¢o su obrazy dvojice navzajom kolmych priemerov kruznice. Zdruzené priemery
nemusia byt na seba kolmé, kedze afinita nezachovava kolmost priamok, (vid na
obrazku na seba kolmé priemery P@Q a RS a ich obrazy). Zjavne jedinou dvojicou
zdruzenych priemerov, ktoré st na seba kolmé, si hlavné a vedlajsia os.

1



Avsak kedze rovnobeznost a deliaci pomer sa afinitou zachovavaju, aj zdruzené
priemery elipsy maji niektoré vlastnosti ako dvojica navzajom kolmych priemerov
kruznice. Napriklad, ak PQ je priemer elipsy, potom
e dotycnica elipsy v bode P je rovnobezna s priemerom zdruzenym k PQ,
e PQ rozpoluje presne tie tetivy elipsy, ktoré si rovnobezné s priemerom
zdruzenym k PQ.
Vidime, zZe slovné spojenie ,, byt kolmy na priemer” v pripade kruznice sa pre elipsu
prekladé ako ,,byt rovnobezny so zdruzenym priemerom®.

Zadanie 1. N&jdite geometricky lokus stredov tetiv elipsy rovnobeznych s danym
smerom.
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1.2. Konstrukcie elipsy.

1.2.1. Trojuholnikovd (zdstavkovd) konstrukcia elipsy. Elipsu nevieme naryso-
vat tak jednoducho ako priamku alebo kruznicu. Elipsu spravidla len ¢o najpres-
nejsie ¢értdme, k ¢omu ndm pomoze, ak s vyuzitim kolmej osovej afinity najprv
vykreslime viacero jej bodov.

Skonstruujeme body elipsy &’ so stredom S, ktorej dizka hlavnej poloosi je a a
dizka vedlajsej poloosi je b.

Konstruovanu elipsu skimame ako obraz dvoch kruznic v dvoch kolmych oso-
vych afinitach, ktorych osi st na seba kolmé:

Tvrdenie 1.2. Nech ki a ko s ststredné kruznice a nech f1, fo st kolmé afinity,
ktoré tieto kruznice zobrazia na spolo¢nu a s kruZznicami ststrednu elipsu k'

f1 : ]{)1<S7 a) — k‘l,
f2 : k‘g(s, b) — k.

Nech A’ € k' a nech A; € k1 a Ay € ky st také body, ze f1(41) = fo(4s) = A'.
Potom A;.As lezia na priamke prechddzajicej bodom S.

Dokaz.

Kedze pre body A, Ay plati, ze f1(A1) = f2(Az), méme, ze f;'(fa(As) = A
Prizrime sa blizsie afinite f; Lo fo: stred S je pevnym bodom, bod P, zobrazi na
Py a Q2 na Q2 (vid obrazok). KedZe afinita je jednozna¢ne uréend obrazmi troch
nekolinedrnych bodov, mézme uz usudit, ze f; Lo f5 je rovnolahlost so stredom S a
s koeficientom a/b. Priamky prechddzajice stredom rovnolahlosti st samodruzné,
preto st body S, Ay a Ay kolinedrne. O

Tymto sme dostali metédu na konStruovanie bodov elipsy &'

(1) nech p je priamka prechddzajica stredom S,
(2) At =pnki, Az =pnks,



(3) A’ je taky bod roviny, ze A1 A" L P1S a AyA" L Q1S.
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1.2.2. Pruzkovd konstrukcia elipsy, rozdielovd. Zmalosti, z ktorych vychadza
trojuholnikova konstrukcia elipsy, vieme vyuzit aj pri dvoch inych konstrukciach:
rozdielovej a suctovej. Pomocou nich vieme skonstruovat elipsu, ak mame dané
obidve jej osi, ale daji sa priamo aplikovat aj v situdcii, ak mame dani len jednu
os a jeden bod elipsy, ktory na nej nelezi.

Pre pochopenie principu tejto konstrukcie skiimajme chvilku nasledovny obra-
zok.

Ay

A

Stvoruholniky QA’A; S a SPA’ A, st rovnobezniky, a preto |PQ| = |A;As| =a—b
(a je dizka hlavnej a b je dizka vedlajsej poloosi). Ak poznédme poloosi elipsy, jej
dalsie body mo6zme zostrojit takto:

(1) bodom P sa pohybujeme po hlavnej osi,

(2) na vedlajSej poloosi ndjdeme taky bod Q, ze |PQ| =a — b,

(3) na polpriamke QP zostrojime bod A’ elipsy tak, ze |QA’| = a.
Konstrukcia sa nazyva ,, prizkova®“, lebo ak ju chceme aplikovat, je vyhodné pou-
zit pruzok papiera s vyznacenymi vzdialenostami, ako maji medzi sebou body S,
Ay a A;. Tiez existuju fyzické néastroje, pomocou ktorych je mozné elipsu presne
narysovat: v ich mechanizme je implementovana presne tato konstrukcia.

Ak body elipsy zostrojujeme len pomocou kruzidla a pravitka, je pohodlnejsou
trojuholnikovéa konstrukcia. Znalost pruzkovej vsak mézme vyuzit:

Na zamyslenie. Nech je dand hlavnd os a jeden bod elipsy neleziaci na tejto osi.

e Ako skonStruujete dalsie body elipsy?
e Ako néjdete dlzku vedlajsej poloosi?



1.2.3. Pruzkovd konstrukcia elipsy, siuctovd. Znovu Citame geometrické vztahy
z obréazka:

Ay

A/

Bod P na priamke hlavnej osi a @ na priamke vedlajsej osi nech tvoria usecku,
ktora prechddza bodom elipsy A’ a zviera s hlavnou osou rovnako velky uhol ako

Aj1. Preto lichobeznik SPA’As je rovnoramenny. To isté plati pre , lichobeznik so
samopriesekom® QSA;A’. Preto |[PA'| =ba |QA'| = a.

Na zamyslenie. Navrhnite postup konstrukcie bodov elipsy pomocou prazku s
dlzkou a + b, na ktorom je vyznaceny bod deliaci priuzok v pomere a : b.

Na zamyslenie. Nech je dana hlavna alebo vedlajsia os a jeden bod elipsy neleziaci
na tejto osi, ako s vyuzitim sictovej konstrukcie elipsy skonstruujete dalsie jej body?



1. ELIPSA AKO AFINNY OBRAZ KRUZNICE 7

1.3. Rytzova konstrukcia osi elipsy. Casto sa v geometrii ocitdme v situ-
acii, ked mame zakreslit elipsu, kde nepozname ziadnu z osi, pozname vsak inu
dvojicu zdruzenych priemerov. Vtedy mozme siahnuf po tejto konstrukcii, ktorou
zo zdruzenych priemerov zostrojime osi elipsy a nédsledne moézme aplikovat troju-
holnikovi konstrukeiu.

Q

Sledujme situdciu na obrazku. Body A; a Bj st koncovymi bodmi navzdjom kol-
mych priemerov kruznice, ktorej afinnym obrazom je skiimand elipsa, teda A a B
st koncovymi bodmi zdruzenych priemerov tejto elipsy. Bod C dopliia AA;AA; na
obdlnik a je navyse aj obrazom bodu B v oto¢eni o 90°. Podobne ako pri stétove;
konstrukcii elipsy z rovnoramennosti lichobeznikov usiidime, ze

|PA| = |SAy| = |QC| = b (dlzka vedlajsej poloosi)
|PC| = |SA1| = |QA|=a (diika hlavnej poloosi)

a tak stred R obdlznika Ay AA,C je aj stredom tsecky PQ a navyse |RS| = |RP|.
Téato analyza ndm uz ddva navod na konstrukciu osi elipsy: nech AX a BY st
zdruzené priemery elipsy. Chceme néjst hlavni a vedlajsiu os tejto elipsy.
(1) oto¢ime bod B okolo stredu elipsy o 90° do bodu C,
(2) nech R je stred tisecky AC,
(3) zostrojime kruzmcu t: t(R,|RS]),
(4) % QL= tnic
(5) su osi elipsy, dlzky poloosi st |AP| a |CP).



1.4. Oskula¢né kruznice vo vrcholoch elipsy. Pre akikolvek krivku, (nie-
len v rovine, ale aj pre priestorovi krivku) jej oskulaéna kruznica v danom bode
je taka kruznica, ktord krivku v tomto bode najlepsie aproximuje. Formalnejsie:
oskulacnd kruznica krivky k v bode P € k je kruznica, ktora

e prechiadza bodom P,
e ma v bode P taku isti dotyc¢nicu ako krivka k,
e mé v bode P rovnaku krivost ako krivka k.

Sktimanie doty¢énic a najmé krivosti kriviek je predmetom studia diferencidlne;j
geometrie. My si tu uvedieme Specidlnu situdciu, ktord ma velmi velké vyuzitie pri
¢rtani elipsy, a sice konstrukciu oskula¢nych kruznic vo vrcholoch elipsy.

Tvrdenie 1.3. Nech a je dizka hlavnej a b je dlzka vedlajsej poloosi elipsy. Potom
oskula¢na kruznica v hlavnom vrchole elipsy mé polomer b?/a a oskulaéné kruznica
vo vedlajsom vrchole elipsy m4 polomer a?/b.

Dokaz. Odvodime polomer oskula¢nej kruznice v hlavnom vrchole, vypocet pre
vedlajsi vrchol prebieha presne analogicky.

Nech k; je kruznica dotykajuca sa elipsy v jej hlavnych vrcholoch A, B. Zmensujme
tito kruznicu tak, aby sa stdle dotykala elipsy vo vrchole A, tito zmenSujiicu sa
kruZnicu ozna¢me ko. Stred ko tiez lezi na osi AB. Nech P, @Q st prieseéniky ko s
elipsou a nech P/, Q' st priesecniky s kruznicou ko. Bod T je druhy priesecnik
ko s hlavnou osou elipsy.

Ako sa prieseéniky P, @ priblizuju k vrcholu A, kruznica ko stéle lepsie apro-
ximuje elipsu v tomto vrchole, v limite tak dostaneme hladani oskula¢nt kruznicu.
Vypocitajme teraz jej polomer.

V pravouhlom AT AP z Euklidovej vety (t.j. z podobnosti ATRP a APRA)
dostaneme

PR[2 = |TR|.|RA],
podobne v pravouhlom ABAP’ zas
|P'R|? = |BR|.|RA.

Pre bod P kdekolvek na elipse je pomer |PR|/|P’'R| vidy rovny b/a. Pre oskula¢ni
kruznicu bod R splynie s bodom A a tak plati, ze |RB| = 2a a |TR| = 2r, priemer
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oskulacnej kruznice. Z tohto pozorovania a z uvedenych rovnosti tak dostavame
v |PR]* |TR| 2r

> |P'R]2 " |BR| 2a’

éize

O

Kedze stred oskula¢nej kruznice vo vrchole elipsy sa nachadza na osi elipsy,
je pre zostrojenie oskulacnej kruznice potrebné uz len skonstruovat na osi bod
so vzdialenostou b%/a ¢ a?/b od vrchola. Na tento ti¢el ndm poslizi jednoduchd
konstrukcia:

Tvrdenie 1.4. Nech S je str?d elipsy, A nech je hlavny a B vedlajsi vrchol. Nech
bod P dopliia ASAB na obdlznik a nech p je priamka prechddzajica bodom P a

kolméa na Zﬁ . Potom pN fﬁ je stred oskulacnej kruznice vo vrchole A a pN % je
stred oskulacnej kruznice vo vrchole B.

Doékaz. Majme konstrukciu ako v tvrdeni vety a stredu oskula¢nych kruznic ozna¢me
Sl a 52.

B p
S S1 A
S2

Trojuholniky ASAB a AAPS; st podobné, preto

L. SB||AP| b?
|ASy| : |SB| = |AP| : |SA|, &ize |AS:|— ||6“A|| -z
Tak isto z podobnosti ASAB a ABSsP dostaneme
a2

O

Ako vidiet z obrazka, oskulacné kruznice vo vrcholoch elipsy sa jednak velmi
jednoducho hladaji, a tiez ttuto elipsu lokalne vynikajico aproximuji. Preto je to
Casto vyuzivany nastroj pri ¢rtani elipsy.

2. KuzZelosecky st rezmi kuzelovej plochy

2.1. Elipsa.
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2.1.1. Kruznica. Je dana stredom S € E? a polomerom r € R, r < 0 ako
mnozina bodov, ktorych vzdialenost od stredu S je r:

k={X cE*||XS|=r}.
7Z tejto definicie potom uz lahko odvodime rovnicu kruznice. V Specidlnom pripade,
ak S = (0,0), tak bod X = (z,y) lezl na kruznici préve vtedy, ked /22 + y2 = r.
Thto rovnost standardne upravujeme tak, aby sme sa vyhli odmocnine. Dostavame
tak implicitnt rovnicu kruzZnice, t.j. ¢osi ako vseobecni rovnicu:

z? +y2 =r2

Pri hladani rovnice pre kruznicu so stredom v Tubovolnom bode S = (m,n)
moézme uvazovat dvoma sposobmi:

(a) Priamo z definicie kruznice musi pre bod (z,y) kruznice platit, ze

(@y)mm)| = r
Ve—mP T y-n? =
(w—mp+ly—n? = 12

Ak to nie je pre nejaké nasledné vypocty potrebné, rovnicu pre prehladnost
nechdvame v tomto tvare, neroznasobujeme.

(b) Rovnicu kruznice odvodime tivahami o jej posunuti tak, aby stred kruz-
nice splynul so zaciatkom siradnicovej stustavy. Postvat teda budeme o
vektor (—m, —n), ¢im sa bod so stiradnicami (z,y) zobrazi do bodu so
suradnicami (z —m, y — n). Uvazujeme napriklad takto: bod (z,y) lezi na
kruznici so stredom S = (m,n) a polomerom r prave vtedy, ked posunuty
bod (x — m,y — n) leZi na kruznici s tym istym polomerom a so stredom
v zaciatku suradnic, t.j. ked

(2 —m)? + (y— n)? = 2.

Priklad 2.1. Akt kruZnicu popisuje rovnica
322 + 3y% — 122 4+ 4y + 12 =07

2.1.2. Kanonickd rovnica elipsy. Elipsu sme si predstavili ako obraz kruznice
v kolmej osovej afinite. Analyticky: nech k ma stred v zaciatku stradnic a polomer
a, teda jej rovnica je

(1) 2? +y? =a’

Tato rovnicu moézme tiez zapisat

® ORI

¢o sa spolu da ¢itat: ,to, Ze bod (z,y) spliia nasu rovnicu (1), znamend, Ze bod
(x/a,y/a), lezi na jednotkovej kruzmici, vid (2).

Nech osou afinity je z-os a nech této afinita zobrazuje bod (0, a) do bodu (0, b),
(b > 0). Vieme, Ze obrazom kruznice s polomerom « bude elipsa s poloosami a a b.
NavysSe z postupu jej zostrojenia rychlo zistime, ze rovnicou tejto elipsy je

g ORIOSH

7 definicie elipsy ako obrazu kruznice v kolmej osovej afinite sme odvodili mnohé
uzito¢né vlastnosti elipsy.

Vréatme sa k obrazu kruznice v kolmej afinite. Na taktto afinitu mdézme na-
hliadnut ako na rovnobezné premietanie medzi rovinami a obraz kruznice mo6zme
vidiet ako rez rotacnej valcovej plochy rovinou.
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Otazka 1. Uvazujte rotac¢ni valcovi plochu. Aké dtvary mézu vznikniat ako rezy
tejto plochy rovinou?

Na zamyslenie. Majme rota¢nt valcovi plochu V s polomerom 1, t.j. polomer
kruznice k leziacej v rovine a kolmej na os rotacie valcovej plochy je 1. Nech rovina
B zviera s rovinou « uhol ¢ (0 < ¢ < 7/2). Aké su dlzky poloosi elipsy V N 57

2.1.3. QD wveta pre valcovi plochu: metrickd definicia elipsy.

Otézka 2. Nech S je sféra (gulovéd plocha) a nech B je vonkajsi bod sféry. Nech ¢
je priamka prechadzajica bodom B a dotykajica sa sféry S v bode T'. Zdbvodnite,
preco dlzka |BT| nezévisi od volby doty¢nice .

Veta 2.2. [Quetelet-Dandelin, QD] Nech V je rota¢nd valcovd plocha a nech 3 je
rovina taka, ze S NV je elipsa, ktord oznac¢ime &.

Nech &1, Ss st sféry vpisané do V a dotykajice sa roviny 3 z navzajom opacnych
stran od 8 (tzv. Dandelinove sféry), body dotyku nech st F; a Fb.

Potom sicet vzdialenosti

|PFy| 4 |PF>|

je konstantny pre vsetky P € £.

Dokaz.
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Nech P je Tubovolny bod elipsy € = 8 N V. Kedze rovina g sa dotyka sféry &7 v
bode F1, je priamka Fy P dotycicou sféry S v Fi.

UvaZzujme priamku na valcovej ploche prechddzajicu bodom P (tzv. tvoriaca
priamka valcovej plochy). Tato priamka je tiez dotycnicou sféry Sy, bod dotyku
P, lezi na kruznici, pozdfi ktorej sa S; dotyka valcovej plochy. Preto

|PFy| = |PP|
(vid Otézka 2).

Analogicky skonstruujeme bod P, na dotykovej kruznici sféry Ss a valcovej
plochy tak, ze

[PEy| = [PPy|.
Preto
|F1P| + |PFy| = |PLP| + |PPy| = |PL Py,
pricom vzdialenost bodov P; a P, nezavisi od volby bodu P € £. (]

Vlastnost elispy odhalend QD-vetou pre rota¢ni valcovii plochu umoznuje al-
ternativnu definiciu elipsy.

Elipsa je tak dand dvoma réznymi bodmi Fy, F; (ohniskami) v rovine a klad-
nym redlnym ¢éislom a, pre ktoré navySe musi platit 2a > |Fy, F3|. Sama elipsa je
potom definovana ako mnozina takych bodov roviny, ktorych sicet vzdialenosti od
ohnisk je konstantna. Presnejsie:

E={X €E?||XF|+ |XF|=2a}.

Pre odvodenie implicitnej rovnice elipsy (t.j. rovnice, ktori Spiflajfl presne body
elipsy) vlozime vhodnym spdsobom situdciu do stradnicovej sistavy. Oznadéme
e = |F1F2|/2,

¢islo e je (linedrna) excentricita elipsy. Lahko nahliadneme, 7Ze dané ¢islo a je
dlzkou hlavnej poloosi a ze medzi dlzkami poloosi a linedrnou excentricitou je vztah

4) R
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Zvolime teraz suradnice tak, Ze stred elipsy je v zaciatku siradnic a ohniskd lezia
na z-osi, teda

F1 = (—6,0)7 F2 = (670)
a koneéne mozme pristipit k odvodeniu rovnice elipsy. Bod X = (z,y) lezi na elipse
prave vtedy, ked

|(@,y)(=€,0)[ + [(z, y) (e, 0)]| 2a
ViEe+e)2+y2+/(z—e)?2+y?2 = 2a
Trpezlivymi a pozornymi tipravami (dvakrat treba rovnicu umocnit, vyuzit vztah (4))
sa nakoniec dopracujeme ku kvadratickej rovnici
2 2
x
Sl
a b
ktortd nazyvame kanonicka rovnica elipsy.

Poznamka 2.3. Tuto istd rovnicu sme dostali, aj ked sme elipsu analyticky popi-
sovali ako obraz kruznice v kolmej afinite, vid (3). Mame tak popri QD-vete vlastne
druhy dokaz tvrdenia, Ze elipsa definovana ako afinny obraz kruznice je taky isty
atvar ako mnozina bodov s konstantnym sictom vzdialenosti od danych dvoch
ohnisk.

Okrem linearnej excentricity e priradujeme elipse aj numerickt excentricitu

e
€= —.
a

Numericka excentricita popisuje tvar elipsy, presnejsie, ako velmi sa elipsa 1isi od
kruznice. Na rozdiel od linedrnej sa numericka excentricita zachovava pri skdlovani.

Na zamyslenie. Aké hodnoty méze nadobidat numerickd extentricita elipsy?

Vratme sa spéaf k vSeobecnej rovnici elipsy. Ak by sme chceli zapisat rovnicu
elipsy so stredom v bode S = (m, n), hlavnou osou rovnobeZnou s z-osou, na zaklade
ivah vykonanych pri kruznici len urobime posunutie a dostaneme

(« ;;n)? N ;2n>2

=1

Priklad 2.4. Aku elipsu (kde m4 stred, vrcholy, aki md excentricitu) popisuje
rovnica

o 222 + 52 —10=0,

o dr’+4x +9y> —6y+6=0,

o 522 4+ 62 + 5y — Sy + 10 = 0?

2.2. Rezy kuzelovej plochy. Majte teraz rota¢nu kuzelovi plochu K. Rovina
« nech je kolméa na os rotacie a neobsahuje vrchol kuzelovej plochy, teda k = aNKC
je kruznica.

Na zamyslenie. Aky utvar mozme dostat ako prienik roviny a kuzelovej plochy,
ak rovina prechadza vrcholom tejto plochy?

Nech $ je lubovolna rovina neprechadzajtca vrcholom S kuzelovej plochy K.

Topologicky rezom rotac¢nej kuzelovej plochy rovinou mézme dostat tri rozne
krivky, v zavislosti od uhla, ktory s osou rotacie plochy IC zviera na jednej strane
rovina /3 (ozna¢me tento uhol #) a na druhej strane tvoriace priamky kuzelovej
plochy (uhol ¢). M6zme dostat
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e suvisli ohranicenud krivku, ak 6 > ¢
e suvisli neohranic¢enu krivku, ak 8 = ¢, alebo
e nesuvisli neohranic¢ent krivku pozostavajicu s dvoch komponent, ak 6 <

@Y.

Je uzitocné mat na paméti, ze hladat rez plochy K rovinou S je to isté ako
hladat obraz kruznice k v stredovom premietani so stredom S a priemetnou f.
Krivka KN g je tak obrazom kruznice k = K Na v osovej kolinedcii medzi rovinami

aaf

Otazka 3.

(a) Nech 6 < ¢, teda k sa zobrazi na krivku pozostavajicu z dvoch kompo-
nent. Ktoré body kruznice k sa zobrazia na nevlastné body roviny 57

(b) To isté zadanie ako v Casti (a), ale nech § = ¢, ¢ize obrazom kruznice je
suvisld neohranicend krivka.

2.2.1. Elipsa ako rez kuzelovej plochy. Zamierame sa najprv na prvy pripad,
ked prienikom I N S je stuvisld ohrani¢end krivka.

Veta 2.5 (Quetelet-Dandelin, QD). Nech K je rota¢nd kuzelova plocha. Nech ro-
vina [ neprechdadza vrcholom tejto kuzelovej plochy a nech zviera s osou rotacie
uhol vacsi, ako s osou rotacie zvieraju tvoriace priamky /.

Potom K N 3 je elipsa. Navyse, ak S1, Sy su sféry vpisané do I tak, Ze sa
dotykaji roviny 8 z navzajom opacnych strdn (tzv. Dandelinove sféry), body
dotyku sfér S1, S s rovinou 3 st ohniska tejto elipsy.

Dékaz. Pomocou obrazku si skiste premysliet detaily dokazu samostatne. Postupuje
sa presne tak isto, ako pri dokaze Vety 2.2.
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O

Dosledok 2.6. Nech ubeznica u je vzorom nevlastnej priamky v stredovej koline-
acii k. Ak kruznica k nemd s u spolo¢ny ziaden bod, potom «(k) je elipsa.

2.2.2. Metrickd definicia hyperboly. Nech Fy, F, € E? st rézne body (tzv. oh-
niska) a nech a je kladné redlne ¢islo, pre ktoré plati 2a < |Fy, Fy|. Hyperbola je
mnozina takych bodov roviny, ktorych rozdiel vzdialenosti od ohnisk je 2a:

H={XcE?|||XF| - |XF|| =2a}.

Implicitnt rovnicu hyperboly odvodime presne tak, ako sme to urobili pre
elipsu. Nech

e = |F1F2|/2,

¢islo e je (linedrna) excentricita hyperboly. Ozna¢me b kladné redlne &islo, pre
ktoré plati

(5) e? = a® + b2
(Pozor na rozdiel oproti elipse!) Znovu zvolime siradnice tak, aby ohnisk4 lezali na
x-osi sumerne podla y-osi:
Fi = (—e,0), F;=/(e0)
Bod X = (z,y) potom lezi na hyperbole prave vtedy, ked
(2, y)(=e, 0) = |(z, y) (e, )]
Vet e+ - Vo= +

Algebraickymi tipravami nakoniec dostaneme rovnicu

1’2 y2
©) 2 r=h

2a
2a.
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ktorti nazyvame kanonicka rovnica hyperboly.

K dalsej terminolégii:

e Pre hyperbolu s rovnicou (6) sa priamky
b
y==x—2x
a

nazyvaji asymptotami hyperboly. St to priamky, ktoré nemaji s hy-
perbolou ziaden spolo¢ny bod. VSeobecnejsie, priamka tvaru y = kx, je
sefnicou hyperboly préve vtedy, ked k € (=b/a,b/a).

e Priesecnik asymptot hyperboly je stred hyperboly. Stred hyperboly je
tiez jej stredom stimernosti.

e Priamka 11<7—F2> je hlavna os hyperboly. Body hyperboly na hlavnej osi,
t.j. body (—a,0). (a, 0) st vrcholy, alebo tiez hlavné vrcholy hyperboly.
Dizka a, ktord je tiez vzdialenostou hlavného vrehola od stredu hyperboly,
je dizka hlavnej poloosi.

e Priamka prechadzajica stredom hyperboly a kolmé na hlavnu os je ved-
lajsia os hyperboly. Veli¢ina b sa nazyva dizkou vedlajsej poloosi hy-
perboly. Body (0, —b) a (0, b) na vedlajSej osi sa nazyvaji vedlajsimi vr-
cholmi hyperboly. Pozor: vedlajsie vrcholy nie si bodmi byperboly! St
ale (hlavnymi) vrcholmi tzv. konjugovanej hyperboly k hyperbole (6),
t.j. hyperboly s rovnicou

2 2

e Charakteristicky trojuholnik hyperboly je pravouhly trojuholnik s
dizkami stran a, b, e, ktorého dva z vrcholov st stred a hlavny vrchol
hyperboly a jeho treti vrchol lezi na asymptote hyperboly, vid obrazok.

e Hlavna aj vedlajsia os hyperboly st aj osami jej simernosti.

e Ak e je linedrna excentricita hyperboly a a je dizka jej hlavnej poloosi,
potom

€= —
a

je numericka excentricita hyperboly. Numerické excentricita hyperboly
je vzdy vidsia ako 1. Numerickd excentricita sa (na rozdiel od linedrnej)
podobnostou zachovéava.
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2.2.3. Hyperbola ako rez kuzelovej plochy.

Veta 2.7 (Quetelet-Dandelin, QD). Nech K je rota¢nd kuzelova plocha. Nech ro-
vina [ neprechadza vrcholom tejto kuZelovej plochy a nech zviera s osou rotécie
uhol mensi, ako s osou rotacie zvieraju tvoriace priamky K.

Potom K N 3 je hyperbola. Navyse, ak Sy, Sy st sféry vpisané do K tak, ze sa
dotykaju roviny 8 (Dandelinove sféry), body dotyku sfér Si, Sz s rovinou 8 si
ohniska tejto hyperboly.

Dékaz. Dokazuje sa presne tak isto, ako v pripade elipsy. Tentokrat bod P z rezu
BN K nelezi medzi bodmi P; a P> na tvoriacej priamke K ale zvonka tsecky P; Ps,
inak dokaz postupuje rovnako.

d

Dosledok 2.8. Nech ubeznica u je vzorom nevlastnej priamky v stredovej koline-
acii k. Ak u je sefnicou kruznice k, potom k(k) je hyperbola.

2.2.4. Metrickd definicia paraboly.

Nech d je priamka a F bod v rovine EZ, pricom F nelezi na d. Parabola je
mnozina takych bodov roviny, ktoré maji od F' a d rovnakt vzdialenost:

P={XcE||XF|=|Xd}
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Bod F nazyvame ohniskom a priamku d riadiacou priamkou (directrix) para-
boly P. Vzdialenost p = |Fd| sa nazyva parameter paraboly.

Pre odvodenie implicitnej rovnice zvolime stradnicovu sustavu tak, ze F =
(p/2,0) a d je rovnobeznd s y-osou a z-os pretina v bode (—p/2,0). Bod X = (z,y)
vtedy lezi na parabole, ked

@y (2.0)] = l@wd

/
&
|
I3
N—
[\v]
+
<
V)
I
&
+
[Nk

odkial nakoniec dostaneme kanonickt rovnicu paraboly:

y* = 2px.

Os stimernosti paraboly, pre parabolu v uvedenom kanonickom tvare ide o z-os,
nazyvame aj os paraboly. Bod paraboly na jej osi je vrchol paraboly.
Numericka excentricita paraboly je rovné 1.

Zadanie 2. Pre dané dve disjunktné kruznice najdite geometricky lokus stredov
kruznic, ktoré sa oboch danych kruznic dotykaji. (Nezabudnite na rdzne pripady:
dané kruznice mézu lezat obe vo vonkajsku druhej, alebo méze jedna z nich lezat
vo vnttri druhej; dotyk méze byt vonkajsi aj vnutorny.)

Zadanie 3. Ukazte, Ze rovnica y = 1/x popisuje hyperbolu a nijdite jej ohniské.
2.2.5. Parabola ako rez kuzelovej plochy.

Veta 2.9 (Quetelet-Dandelin, QD). Nech K je rota¢nd kuzelova plocha. Nech ro-
vina (B neprechadza vrcholom tejto kuzelovej plochy a nech zviera s osou rotacie
rovnako velky uhol ako tvoriace priamky K.

Potom KN g3 je parabola. Navyse, ak S je sféra vpisand do IC tak, ze sa dotyka
roviny 8 (Dandelinove sféra), bod dotyku sféry S s rovinou 8 je ohnisko tejto
paraboly.

Dokaz.
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Bod dotyku sféry S s rovinou 3 ozna¢me F. Dalej ozna¢me ako a rovinu, v ktorej
lezi dotykova kruznica sféry S a kuzelovej plochy K. Nech d je priesecnica rovin «

a s.

Pre Tubovolny bod P krivky KL N 8 nech P; je bod sféry S leziaci na tvoriacej
priamke prechadzajicej bodom P a nech P je kolmy priemer P na priamku d v
rovine 3. Ako pri predchadzajicich dokazoch, aj tu plati, ze

(7) PPy| = |PF].
—>
Navyse podla predpokladu o rovine 8 vieme, Ze priamky FPl a PP+ zvieraji s
rovinou « zhodné uhly. Odtial uz mézme usudit, ze
|PPy| = |PP|,

¢o spolu s (7) dokazuje tvrdenie vety. O

Na zamyslenie. Vyargumentuje detailnejsie, preco z faktu, ze priamky ]%Pl a
PP+ zvierajti s rovinou a zhodné uhly, vyplyva, ze |PP;| = |PP1|. (Premietnite
si bod P kolmo do roviny « a overte, Ze ste tak ziskali dva zhodné trojuholniky.)

Dosledok 2.10. Nech ubeznica u je vzorom nevlastnej priamky v stredovej koli-
nedcii k. Ak u je dotyénicou kruznice k, potom (k) je parabola.
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3. Dotycnice kuzeloseciek a iné konstrukcie

3.1. Najprv este nieco malo k terminolégii kuzeloseciek. Elipsa a para-
bola rozdeluji rovinu na dve suvislé oblasti. Hyperbola sa javi rozdelovat rovinu na
oblasti tri. No kedze vieme, ze ide o obraz kruznice v kolineacii, dve z tychto oblasti
su obrazom jednej oblasti uréenej kruznicou, a preto na ne aj v pripade hyperboly
budeme nahliadat ako na jednu oblast.

Mnohé pojmy spojené s kuzeloseckami a tiez ich vlastnosti m6zme velmi jed-
noducho a pohodlne odvodit z faktu, ze kazda kuzelosecka je obrazom kruznice v
nejakej kolineécii. Tak vnatrom kuzelosecky nazyvame ti oblast roviny, ktora je
obrazom vnttra kruznice, druhé oblast urc¢ena kuzeloseckou je jej vonkajskom:.

Vsimnite si, Ze vnutorna oblast kuzelosecky je v kazdom pripade ta oblast, ktora
obsahuje aj jej ohniskd v pripade elipsy a hyperboly (stred kruznice tu povazujeme
za dvojicu splyvajtcich ohnisk elipsy), ¢i ohnisko v pripade paraboly.

Kolineacia zachovava incidenciu utvarov a tiez bijektivne zobrazuje priamky
na priamky. Tento fakt mézme vyuzit pri skimani vzajomnej polohy priamky a
kuzelosecky. Velmi rychlo tak ziskame dalsie vlastnosti a pojmy a to vdaka tomu,
Ze s nam doverne zname v pripade kruznice a kolinedcia ich zachovava:

e Lubovolna priamka ma s kuzeloseckou spolo¢né najviac dva body.
e Nesecnica nemé s kuzeloseckou spolo¢ny ziaden bod a celd sa nachadza
vo vonkajsej oblasti kuzelosecky.
e Dotyc¢nica ma s kuzeloseckou spolo¢ny jediny bod, vsSetky ostatné body
doty¢nice st vonkajsimi bodmi kuzelosecky.
e Kazdym bodom kuzelosecky prechadza prave jedna dotycnica.
e Secnica m4 s kuzeloseckou spolo¢ny jeden alebo dva body a okrem nich
obsahuje vnutorné aj vonkajsie body kuzelosecky.
Ak by sme brali do tvahy aj nevlastné body roviny, se¢nica by vzdy pretinala
kuzelosecku v dvoch bodoch. Pokial uvazujeme len vlastné body, v pripade para-
boly aj hyperboly existuji se¢nice, ktoré ju pretinaji len v jednom bode. Smery
(t.j. nevlastné body) takychto secnic nazyvame asymptotické smery kuzelosecky.
Inak povedané: asymptotickymi smermi kuzelosecky st jej nevlastné body. Hyper-
bola m4 tak dva asymptotické smery, parabola jeden a elipsa nemd ziaden (redlny)
asymptoticky smer.

Sprievodi¢ bodu kuzelosecky je priamka spajajica tento bod s ohniskom ku-
zelosecky. Elipsa a hyperbola tak prirodzene maji dva sprievodice. Pre parabolu
dodefinujeme druhy sprievodi¢ ako priamku s asymptotickym smerom prechadza-
jucu danym bodom. Pod diZkou sprievodi¢a rozumieme

(a) vzdialenost prislusného bodu a ohniska;
(b) v pripade paraboly a jej sprievodica s asymptotickym smerom ide o vzdia-
lenost prislusného bodu od riadiacej priamky.
Vonkajsi uhol sprievodicov je uhol uréeny sprievodi¢mi bodu kuzelosecky, kto-
rého jedno rameno smeruje dovniitra kuzelosecky a druhé von.
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3.2. Elipsa.
3.2.1. Dotycnice elipsy.

Otazka 4. Preco je doty¢nica ku kruznici kolma na polomer prechadzajuci bodom
dotyku?

Zadanie 4. Nech body A, B lezia na jednej strane od priamky p. Nédjdite na
priamke p taky bod X, aby

e sucet vzdialenosti |AX|+ |BX| bol minimélny,
e rozdiel vzdialenosti || AX| — |BX]|| bol maximdlny.

Otazka 5. Nech body A, B lezia na jednej strane od priamky p. Nech X je taky

bod na p, ze vzdialenost |AX| 4+ |BX| je minimédlna. Prefo priamky AX a
zvieraju s p zhodné uhly?

Zadanie 5. Nech p, ¢ st rovnobezné navzajom rdzne priamky a nech body A, B
lezia v pase medzi tymito priamkami. Najdite najkratsiu cestu z A do B taku, aby
obsahovala bod z p aj z q.

Veta 3.1. Nech P je bod elipsy a t nech je doty¢nica tejto elipsy v bode P. Potom
sprievodice bodu P zvieraji s dotyc¢nicou t zhodné uhly. Ekvivalentne: dotycnica
elipsy rozpoluje vonkajsi uhol sprievodicov.

Dokaz. Nech X € t je lTubovoIny bod rézny od P. Bod X je vonkajsim bodom elipsy,
preto

|FLX|+ |XFy| > |FLP| + |PFy,

kde F; a F5 st ohniska elipsy.

Vidime, Zze bod P je presne tym bodom priamky ¢, pre ktory je siucet jeho vzdiale-
nosti od ohnisk minimélny. Odtial dostdvame tvrdenie vety (vid Otdzka 5). O

Zadanie 6. Nech tetiva PQ elipsy prechadza jej ohniskom F. Nech p, ¢ st doty¢ice
elipsy v bodoch P, @ a nech R je priesecnik dotycnic p, q. Ukazte, ze R je stredom
kruZnice pripisanej trojuholniku PQF5, pricom F} je jednym z bodov dotyku.
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Zadanie 7. Nech A je bod zvonka elipsy a nech P,@Q st body dotyku doty¢nic
prechédzajucich cez bod A. Potom

e st uhly ZPAF, a ZQAF5 zhodné,
e je F1A osou ZPF|Q.

(Fy a F st ohnisk4 elipsy.)

Tvrdenie 3.2. Geometricky lokus bodov, z ktrych elipsu vidiet pod pravym uhlom,
je kruznica.

Dékaz. - O

3.2.2. Elipsa ako obraz kruznice v kolinedcii.

Zadanie 8. Nech k je stredovd kolinedcia (stred kolinedcie je vlastny bod eukli-
dovskej roviny) s osou 0. Majme dant kruznicu k. Nech tbeznica u (vzor nevlastnej
priamky) nepretina kruznicu k a ani sa jej nedotyka. Zostrojte obraz kruznice k v
kolineécii k.

Rozbor. Obrazom kruznice k v kolineécii k je elipsa, ndjdeme jej osi.

V kolineéacii k obrazom dvojice navzajom kolmych priemerov urcite nebude
dvojica zdruzenych priemerov, ako tomu bolo v pripade afinity. Dokonca ani stred
kruznice sa urcite nezobrazi na stred elipsy, vid obrazok.

S

..

Teda v kolinedcii neméame zarucené ani to, ze priemer kruznice sa zobrazi na priemer
elipsy. Vieme len, Ze obrazom priemeru kruznice je tetiva elipsy.
Pozrime sa ale blizsie na priemer BC' kruznice k, ktory je kolmy na os o:
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S

e Dotycnica b ku kruznici k v bode B je rovnobezna s osou o, preto aj jej
obraz b’ je rovnobezny s osou o a tieZ je b’ dotycnicou elipsy k' v bode B’;
to isté plati pre bod C.

e KedZe dotycnice elipsy k' v koncovych bodoch tetivy B'C’ st navzdjom
rovnobezné, je tetiva B’C’ uréite priemerom elipsy k’; ide o jediny priemer
kruznice, ktory sa zobrazi na priemer elipsy.

e Smer priemeru zdruzeného s priemerom B’C’ je ten isty, ako smer doty¢nic
b oacd

e a kedze ide aj o smer osi o, ktory sa v kolineacii zachovava, bude mat ten
isty smer aj tetiva kruznice k, ktora sa zobrazuje na priemer zdruzeny s

B'C'.

Postup konstrukcie.

) B,C; BC je priemerom kruznice k kolmy na os o,
) B',C'; B' = k(B), C' = k(C),
) O'; O je stred tsecky B'C’,
4) O; 0" = k(0O) (O je vzor O'),
) D; Dek,OD 1 BC,
) D'; D' = k(D),

) zo zdruzenych polomerov O’ B’, O'D’ pomocou Rytzovej konstrukcie (vid
odsek 1.3: Rytzova konstrukcia osf elipsy) ndjdeme osi elipsy a zostrojime
elipsu.

3.3. Parabola.
3.3.1. Dotycnice paraboly.

Tvrdenie 3.3. Doty¢nica paraboly v lubovolnom jej bode rozpoluje vonkajsi uhol
jeho sprievodicov.

Dokaz. Vonkajsie body paraboly su presne tie body X, pre ktoré plati, ze
Xd| < |XF],
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kde d je riadiaca priamka a F' ohnisko paraboly.

Nech t je os vonkajsieho uhla sprievodicov bodu P danej paraboly. Nech P, je
kolmy priemet bodu P na riadiacu priamku (t.j. PPy je sprievodi¢ bodu P). Potom
z definicie paraboly je ¢ aj osou tsecky F Py.

Pre bod X priamky ¢ rézny od P potom plati

[XF| = |X Pyl > [Xd],
ide teda o vonkajsi bod paraboly. Odtial vidime, Ze t je jej dotycnicou v bode X.
KedZe kuZelosecka ma v kazdom svojom bode presne jednu dotycénicu (od-
sek 3.1), plati aj opacnd implikdcia: ak ¢ je jej dotyCnicou v bode P, potom ¢
rozpoluje vonkajsi uhol sprievodicov bodu P. O

Veta 3.4.

(i) Body stimerne zdruzené s ohniskom paraboly podla vSetkych jej dotyénic
tvoria riadiacu priamku paraboly.

(ii) Kolmé priemety ohniska paraboly na vSetky jej doty¢nice tvoria doty¢nicu
vo vrchole paraboly.

Dokaz. Ide o dosledok Tvrdenia 3.3.

(i) Dotyénica v bode P je osou tisecky P;F. Bod Py je teda obrazom ohniska v
stmernosti podla dotycnice a lezi na riadiacej priamke.
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Naopak nech D je Iubovolny bod na riadiacej priamke. Potom bod na osi tisecky
DF leziaci zaroven na priamke prechadzajticej bodo bodom D a rovnobeznej s osou
paraboly, je bodom paraboly, a body D a F st osovo zdruzené podla dotyc¢nice v
tomto bode.

(ii) Pata kolmice z ohniska na dotycnicu v bode P je stredom usecky F'P,.
Tvrdenie je tak priamodiarym dosledkom ¢asti (). U

Veta 3.5.

(i) Pre Tubovolny smer rozny od asymptotického smeru paraboly existuje do-
ty¢nica k tejto parabole rovnobezna s danym smerom.

(ii) Lubovolnym vonkajsim bodom paraboly mozno viest k tejto parabole dve
dotyc¢nice.

Dokaz. Vyjdeme z toho, ze Tubovolnym vlastnym aj nevlastnym vonkajsim bodom
kruznice prechddzaju dve jej dotycnice. Kolineacia tieto vlastnosti zachovava, preto
tvrdenie plat{ aj pre parabolu. Dostdvame tak tvrdenie (ii) vety.

Lubovolny smer, ktory nie je asymptotickym smerom paraboly, je nevlastnym
bodom, ktory je vonkajsi vzhladom na parabolu. Existuji preto dve dotycnice ob-
sahujuce tento nevlastny bod: nevlastna priamka a dotyc¢nica, ktora je predmetom
tvrdenia (i). O

Zadanie 9. Parabola nech je urcend ohniskom a riadiacou priamkou. Pre dany
smer rozny od asymptotického smeru paraboly zostrojte k parabole dotyénicu ma-
jucu dany smer.

Rozbor. Vyuzijeme znalost, ze doty¢nica v bode P paraboly je osou tisecky urcenej
ohniskom F' a péatou kolmice P, z P na riadiacu priamku.

Postup konstrukcie. Nech F' je ohnisko, d riadiaca priamka paraboly a s nech je
dany smer dotycnice.

(1) ;15 F, 1 Ls,
(2) Pg; Ppednl,
(3) t; t je os FPy —t je hladand dotycnica.

Zadanie 10. Parabola nech je urcend ohniskom a riadiacou priamkou. Zostrojte
jej doty¢nice prechadzajice danym vonkajsim bodom.

Rozbor. Znovu vyuzijeme vlastnost dotycnice, Ze je osou uisecky urcenej ohniskom
F' a patou kolmice z bodu paraboly na riadiacu priamku.
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Nech B je priesetnik dotyénic tp a tg paraboly v bodoch P a Q. Potom |BFP,| =
|BF|, lebo tp je osou P,F; analogicky |[BQg| = |BF|. Body Py, F a Qg tak lezia
na spolo¢nej kruznici so stredom B.

Postup konstrukcie. Nech F' je ohnisko, d riadiaca priamka paraboly a B vonkajsi
bod paraboly.

(1) k; k(B,|BFY),
(2) Pu4,Qq; {Pa,Qa} = knNd,
(3) tp,tq; tp je os F'Py, tg je os FQq — tp,tg st hladané dotycnice.

Tvrdenie 3.6. Nech p je dotyc¢nica paraboly v bode P. Nech R je priesecnik dotyc¢-
nice p s osou paraboly a nech P’ je kolmy priemet bodu P na os paraboly. Potom
vrchol paraboly je stredom tusecky RP’ (tzv. vlastnost subtangenty paraboly.

Dokaz. [doplnit O

Zadanie 11. Nech p, g st doty¢nice paraboly v bodoch P, @) a nech R je priesecnik
doty¢nic p, q. Ak P,, Qq, Rq st kolmé priemety bodov P, @), R na riadiacu priamku,
potom Ry je stredom tsecky P;Qq

Tvrdenie 3.7. Geometricky lokus bodov, z ktrych parabolu vidiet pod pravym
uhlom, je jej riadiaca priamka.

Dokaz. [doplnit O

3.3.2. Parabola ako obraz kruznice v kolinedcii.

Zadanie 12. Nech k je stredovéa kolinedcia Nech sa tibeZznica u (vzor nevlastnej
priamky) dotyka kruznice k. Zostrojte obraz k v kolineacii k.

Rozbor. Obrazom kruznice k v kolineacii x je parabola, nidjdeme jej ohnisko a ria-
diacu priamku.

Akykolvek zvézok priamok so stredom na tibeznici sa v kolineécii k zobrazi na
osnovu. Spomedzi tychto zviazkov su pre konstrukciu dolezité dva. Prvy ma stred v
bode dotyku U kruznice k s ibeznicou u. Samodruznou priamkou tohto zvéizku je

a tak sa v kolinedcii zobrazi na osnovu, do ktorej patri aj os paraboly k’. Druhym
dolezitym zvédzkom je zvdzok obsahujici samodruznt priamku prechadzajicu S a
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kolmu na ﬁ . Tento zvizok sa zobrazi na osnovu kolmi na os paraboly k’, teda
bude obsahovat riadiacu priamku paraboly aj dotycnicu v jej vrchole.

Postup konstrukcie.

) U; U € kNu,

) 15158, 1 150,

) L; Lelna,

) m,A; m > L, m sa dotyka kruznice k v bode A réznom od U,

) A’y A" = k(A) — A’ je vrchol paraboly &/,

) o032 A o SU o je osou paraboly k’,

)T, t; T ek, T#U, T +# A, t je doty¢nica kruznice k v bode T,

) Tt T = k(T), t' = k(t),
) o' al 5T, a,f | o~ aT" je sprievodi¢ bodu T” paraboly &/,

) aQT/; a; je obraz aT v stimernosti podla doty¢nice ¢’ — aQT/ je druhy sprie-
vodi¢ bodu T,

(11) F; F e onal’ — F je ohnisko paraboly &/,

(12) d; d L o, |DA’| = |[FA’| — d je riadiaca priamka paraboly k’.

Na zamyslenie. Vedeli by ste pre parabolu néajst kolineiciu, ktora tuto parabolu
zobrazi na kruznicu?

3.3.3. Vizualizdcia paraboly.
Zadanie 13. (Bodova konstrukcia paraboly.) Parabolu dant riadiacou priam-

kou a ohniskom vizualizujeme tak, ze ndjdeme niekolko jej bodov a néasledne nacrt-
neme krivku, ktora tieto body interpoluje.



28

Postup konstrukcie. Nech F' je ohnisko a d riadiaca priamka paraboly. Jednotlivé
body konstruujeme z metrickej definicie paraboly:

(1) nech ¢ je Tubovolné ¢islo nie mensie ako |dF|/2,
(2) L1 d, Jid) =

(3) ks K(F, o),

(4) P; P elnk— P je bod paraboly.

Ak parabolu len ¢rtdme, je uzitoéné poznat polomer oskulacnej kruznice v jej
vrchole.

Veta 3.8. Polomer oskula¢nej kruznice vo vrchole paraboly je rovny parametru
paraboly.

Dékaz. Nech sa kruznica so stredom na osi paraboly a polomerom r dotyka tejto
paraboly vo vrchole a pretina ju v dvoch dalsich bodoch, navziajom stimernych
podla osi paraboly.

< (Sl

Bod P lezi na parabole, preto |PF| = |Pd]|, teda

)= (eep)
(:c 2 +y x+2 .

Z podobnosti trojuholnikov AVPLP a APPLU (oba st podobné s AV PU) zas
mame

z Y

y  2r—ux

7Z tychto dvoch rovnosti po tpravach dostaneme

2r =x + 2p.
Oskula¢ni kruznicu ziskame ako limitu, ked sa bodom P pohybujeme po parabole
smerom k vrcholu, teda ked x = 0. Odtial vidime, ze polomer oskula¢nej kruznice

je rovny p, parametru paraboly. O

Na zamyslenie. Ak na dvoch navzdjom kolmych priamkach pospajate body s
rovnakymi rozostupmi (vid obrazok), objavi sa parabola. Preco?
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Muslia byt dané priamky na seba kolmé, aby obalkou bola cast paraboly?

Zadanie 14. (Parabola ako obédlka svojich dotyénic.) Parabolu dant riadia-
cou priamkou a ohniskom vizualizujeme tak, ze vykreslime jej dotyc¢nice.

Postup konstrukcie. Nech F je ohnisko a d riadiaca priamka paraboly. Doty¢nice
paraboly konstruujeme podla Vety 3.4.

(1) nech D je lubovolny bod na riadiacej priamke d,
(2) t; t je os FD — t je doty¢nica paraboly.

Poznamka 3.9. Z projektivnej geometrie mozno uz poznate pojem duélna krivka:
pre dant krivku v projektivnej rovine ide o mnozinu jej doty¢énic chapani ako krivku
v dudlnej projektivnej rovine. Ked vizualizujete parabolu ako obalku dotycnic, ro-
bite vlastne bodovi konstrukciu dudlnej krivky k tejto parabole.

Zadanie 15. (Parabola ako kvadratickd Bézierova krivka.) Nech & je stre-
dova kolinedcia a nech sa ibeznica u (vzor nevlastnej priamky) dotyka kruznice k.
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Nech A, B st body na kruznici neleziace na u. Najdeme obraz oblika AB kruznice
disjunktného s u.

Rozbor. Kvadraticka Bézierova krivka je vzdy ¢astou paraboly a naopak ktorykolvek
obluk Tubovolnej paraboly m6zme interpretovat ako Bézierovu krivku.

Kvadraticka Bézierova krivka je urcend troma riadiacimi vrcholmi. Prvy a posledny
vrchol interpoluje ako zaciatoény a koncovy bod krivky. Prostredny riadiaci vrchol
zas urcuje smery dotyc¢nic v zaciato¢nom aj koncovom bode krivky.

Postup konstrukcie.

(1) A,B; A,Bek, A,B ¢ u,

(2) A5 A 2 w(A),

(3) ta; ta je dotycnica kruznice v bode A,

(4) ty: th = (ta),

(5) B, tp, t'y — analogicky,

(6) C; C ety Nnty,

(7) Bézierova krivka s riadiacimi vrcholmi A’,C, B’ je obraz oblika AB v
kolineécii .

3.4. Hyperbola.
3.4.1. Dotycnice hyperboly.

Tvrdenie 3.10. Doty¢nica hyperboly v Iubovolnom jej bode rozpoluje vonkajsi
uhol jeho sprievodicov.

Doékaz. S oznacenim podla metrickej definicie hyperboly pre jej vonkajsie body plati,
ze
[| X Fyi| — | X Fl| < 2a,

pre vnitorné plati opacnéd nerovnost.
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Bez ujmy na vseobecnosti nech bod P lezi na vetve paraboly blizsie k ohnisku F5
a nech t je os vonkajsieho uhla sprievodicov bodu P danej hyperboly. Nech @ je
bod stmerny s bodom P podla priamky ¢. Z konstrukcie priamky ¢ potom @ lezi
na F1 P a z definicie hyperboly |F; Q| = 2a. Potom pre lubovolny bod X € ¢ rdzny
od P plati

[ XQ[ = [XFy|

a preto ak X je blizsie k ohnisku Fy nez Fy (pripad X; a Xo na obrazku), tak s
vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti

0<|XFi|—|XF| < (| XQ|+ |QF1]) — | X Fo| = (| X Fs| + 2a) — | X Fs| = 2a
pripade, ak X je blizsie k ohnisku F; (X3 na obriazku), potom
0<|XF|—|XF|=|XQ|—|XFi| < |F1Q| = 2a.

V kazdom pripade je X vonkajsim bodom hyperboly, a preto je ¢t doty¢nicou. Tvr-
denie potom tak ako v pripade paraboly vyplyva z faktu, Ze dotyc¢nica v bode
hyperboly je jedina. O

Veta 3.11.

(i) Body stmerne zdruzené s jednym ohniskom hyperboly podla vSetkych
jej doty¢nic vCetne asymptdt (i.e. doty¢nic v nevlastnych bodoch) tvoria
kruznicu so stredom v druhom ohnisku a polomerom 2a (tzv. riadiacu
kruzZnicu hyperboly).

(ii) Kolmé priemety ohniska paraboly na vSetky jej doty¢nice tvoria kruznicu
so stredom v strede hyperboly a polomerom a.

Dékaz. (i) Podla dokazu Tvrdenia 3.10 ak uvazujeme doty¢nicu hyperboly v bode
P leziacom na vetve, ktora je blizsie k F» ako k F}, potom obraz F, podla tejto
dotycnice lezi na F; P vo vzdialenosti 2a od F;. Ak by sa bod P nachadzal na
vetve blizSej k ohnisku F}, jeho obraz v simernosti podla dotycénice by lezal na
polpriamke opacnej k F} P, no jeho vzdialenost od F; by zase bola rovnad 2a. V
kazdom pripade teda obraz ohniska lezi na kruznici g; so stredom Fj a polomerom
2a.
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Zo spojitosti tymto sposobom pokryjeme vsetky body kruznice gi(F7i,2a) okrem
dvoch bodov, konkrétne obrazov ohniska Fs podla asymptot.

(ii) Hladand mnozina je obrazom mnoziny bodov z ¢asti (i) Tvrdenia v rovno-
Tahlosti so stredom v skiimanom ohnisku a koeficientom 1/2. g

Na zamyslenie. Pri uvazovani o doty¢niciach hyperboly s uréenym smerom ¢i
dotycniciach prechadzajicich danym vonkajsim bodom hyperboly je vyhodné, po-
dobne ako v pripade paraboly, nahliadat na hyperbolu ako na obraz kruznice v
kolineacii. Uvazujte len dotycnice vo vlastnych bodoch hyperboly. Skiste odpove-
dat:
(i) Aké smery mozu mat dotyénice hyperboly? Kolko dotyénic hyperboly s
danym smerom existuje?
(ii) Ktorymi vonkaj$imi bodmi hyperboly mozno viest k hyperbole dve doty¢-
nice? Z ktorych bodov je mozné zostrojit iba jednu dotyc¢nicu?

Zadanie 16. Pre hyperbolu urcend ohniskami a jednym vrcholom a pre dany smer
s zostrojte k hyperbole dotycnice majiice smer s, ak existuju.

Postup konstrukcie. V konStrukcii sa oprieme o Vetu 3.11.
(1) S; S je stred hyperboly,
(2) k; k(S,a) — k je kruznica dotykajica sa vrcholov hyperboly,
(B) L;I>Fyalls,
(4) K; K € knl,
(5) t;t> K, t L1—tje hladand dotyénica.
Alternativne mézme namiesto kruznice k vyuzit riadiacu kruznicu hyperboly:
(1) 915 91(F1,2a),
2) L;i>Fyalls,
(3) Ly Le giNl,
(4) t; t je os FoL —t je hladand doty¢nica.

Zadanie 17. Pre hyperbolu uréenii ohniskami a jednym vrcholom a pre dany von-
kajsi bod zostrojte dotycnice hyperboly prechadzajice tymto bodom, ak existuju.
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Rozbor. Vyuzijeme znovu Vetu 3.11.

Nech F, F, st ohniskd hyperboly, a dizka hlavnej poloosi a B nech je dany vonkajsi
bod hyperboly. Obraz @ ohniska F} v simernosti podla dotycnice ¢; lezi na riadiacej
kruznici go(Fy, 2a). Kedze bod B lezi na doty¢nici ¢;, plati, ze |BQ| = |BF}|.

Postup konstrukcie.

Q; Q € kN g,

Diskusia. Kruznica k vzdy pretne kruznicu gs v dvoch bodoch, a to aj napriek tomu,
ze vo vonkajsej oblasti hyperboly existuji body, z ktorych nie je mozné zostrojit k
hyperbole dve doty¢nice. V takych pripadoch namiesto doty¢nice tymto postupom
zostrojime asymptotu, ¢o je de facto tiez dotycnica, akurat v nevlastnom bode.

3.4.2. Hyperbola ako obraz kruzZnice v kolinedcii.

Zadanie 18. Nech k je stredovd kolinedcia Nech tbeZnica u (vzor nevlastnej
priamky) pretina kruznicu k v dvoch bodoch. Zostrojte obraz k v kolineécii .

Postup konstrukcie. Nech S je stred, o os a u ibezZnica kolineécie «.
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(1) T, To; {Th, T2} = kN,

(2) ti; t; je dotycnica k v bode T; (i = 1,2),

(3) t}; t; = k(t;) (i =1,2) -t} st asymptoty hyperboly &/,
(4) o'; o je os uhla priamok t},t),

(5) 0; 0 = k(o),

(6) A, B; {A,B} =kno,

(7)

A B'; A’ =k(A), B' = k(B) — A, B’ s1i vrcholy hyperboly &'

Pre pevne zvolenii dvojicu réznobeziek existuje vela hyperbol takych, ze dané
roznobezky su jej asymptotami. Tieto hyperboly pokryvaju vsetky body roviny
okrem asymptot a dve rozne hyperboly si navzdjom disjunktné. Preto kazdym
bodom neleziacim na ziadnej z asymptot prechadza presne jedna hyperbola.

Zaujimavou otazkou je, ako tuto hyperbolu skonstruovat, ¢ize ako najst nejaky
urcujuci prvok — kedze asymptoty st zname staci jedna z veli¢in a, b alebo e.



3. DOTYCNICE KUZELOSECIEK A INE KONSTRUKCIE 35

Téato konstrukcia mdze byt uzitona napriklad aj pri hladani obrazu kruznive
v kolineacii, vid predchadzajice zadanie: ak tUbeznica pretina kruznicu v dvoch
bodoch, zobrazi sa v kolineicii na hyperbolu. Asymptoty tejto hyperboly vieme
najst velmi Tahko zobrazenim priesecnika dotyc¢nic kruznice v jej priesecnikoch s
tbeznicou. Pokial mé& napriklad kruznica s osou kolineacie spolo¢ny bod, mame
hned aj jeden bod hyperboly a tymito prvkami je hyperbola uz jednoznacne urcéena.

Zadanie 19. Dané su asymptoty a jeden bod hyperboly. Najdite vrcholy tejto
hyperboly.

Rozbor. Nech ai, as s asymptoty a P je bod hyperboly. Zavedieme si sturadnice
tak, aby hyperbola mala kanonicky tvar

teda asymptoty su priamky

Dany bod P hyperboly nech m4 suradnice P = (p, q). Body K, L nech st body na
asymptotach s rovnakou z-stiradnicou ako ma bod P:

b b
K= (pa p) ) L= (p7_p) .
a a
b b 2 2
priipL = (-a) (Lo+a) =22 (5-5) =¥
a a a b

Velkost b sa preto rovna dizke tsecky PR, kde R je bod na kruznici nad priemerom
KL kolmej na KL (vid obrazok).

Potom
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Analogicky sa d4 skonstruovat dizka a hlavnej poloosi: bude rovna dizke tsecky
M S, vid obrazok.

Postup konstrukcie.

(1) o0; 0 je os uhla asymptdt obsahujiiceho bod hyperboly,

(2) ;I>P,1 Lo,

(3) K,L: K =1Na1, L =10 as,

(4) k; k je Talesova kruznica nad KL,

(5) R; Rek, PR LI,

(6) pomocou b = |PR| a asymptdt ndjdeme pozadované uréujice prvky hy-
peboly.

3.4.3. Vizualizacia hyperboly. Ako v pripade paraboly, aj hyperbolu mézme
vykreslit tak, ze s vyuzitim jej metrickej definicie skonstruujeme viacero bodov a
nasledne nacrtneme krivku, ktora tieto body interpoluje. Ide o tzv. bodovi kon-
strukciu.

Ako u elipsy a paraboly, aj pri ¢rtani hyperboly je uzitocné poznat polomer
oskulac¢nej kruznice v jej vrcholoch. Situacia sa vyrazne podoba na pripad elipsy.

Veta 3.12.

(i) Akaje dizka hlavnej a b dizka vedlajsej poloosi hyperboly, potom polomer
oskulac¢nej kruznice vrchole tejto hyperboly je b?/a.

(ii) Nech S je stred elipsy, A nech je hlavny vrchol a ASAB nech je charakte-
risticky trojuhlnik hyperboly. Priamka p prechadzajtica bodom B a kolmé
na asymptotu pretina os ?4 v strede oskulac¢nej kruznice vo vrchole

A.

Dékaz. (i) Pre ndjdenie polomeru oskula¢nej kruznice vo vrchole hyperboly pouZi-
jeme jej analytické vyjadrenie.

Nech sa kruznica so stredom na hlavnej osi hyperboly dotyka hyperboly v jej
vrchole a nech pretina tato vetvu hyperboly v dalsich dvoch podla osi simernych
bodoch. Pre prieseénik P = (z,y) kruZnice s polomerom r a hyperboly potom plati,
7e
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kedze ide o bod hyperboly, a tiez plati, ze

y _ 2r—(z—a)
T—a Yy ’

lebo kruznica je Télesovou kruznicou nad VU, a tak st trojuholniky AVPLP a
APPU podobné. Z druhej rovnosti vyjadrime y a po dosadeni do prvej a malej

uprave dostavame
r+a 2r—xz+4a
(x —a) 5 — 5 =0.
a b
Riesenie © = a nateraz ignorujme, kedze nés zaujima podmienka pre polomer 7.
Dostéavame tak, ze

r+a 2r—z+a
poa 72 =0.
Ako sa bod P blizi k vorcholu V', kruznica k sa stava oskula¢nou v tomto vrchole
a v limite, ked P =V, a teda « = a, tak dostaneme polomer oskulac¢nej kruznice

b2

r

Nech O je priese¢nik ﬁl a p. Potom AOAB a ABAS st podobné a preto pre dizky
ich odvesien plati

|OA|  |AB|
|AB] — |AS]’
kde |AB| = b, |AS| = a. Odtial
4= 2.
a
a teda podla (i) je O stredom oskula¢nej kruznice vo vrchole A. O

Zadanie 20. (Hyperbola ako obédlka svojich dotyénic.) Podobne ako para-
bolu, m6zme aj hyperbolu pomerne efektivne vizualizovat vykreslenim jej dotycnic.

Postup konstrukcie. Nech Fy, Fs st ohniskd hyperboly a a nech je dizka jej hlavnej
poloosi. Doty¢nice hyperboly konstruujeme podla Vety 3.11:

(1) g1; 91(F1,2a) — riadiaca kruznica hyperboly,

(2) nech D je Tubovolny bod na riadiacej kruznici gy,

(3) t; t je os FoD —t je dotycnica paraboly.
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3.5. Dodatok: konfokalne kuzelosecky. Parabola je az na zhodnost urcena
parametrom p, t.j. vzdialenostou ohniska od riadiacej priamky. To znamena, Ze
vsetky paraboly s rovnakym parametrom p st navzajom zhodné. Vsetky paraboly az
na zhodnost teda tvoria jednoparametricku triedu kriviek. Ked namiesto zhodnosti
zacneme uvazovat grupu podobnosti euklidovskej roviny, zistime, ze vSetky paraboly
su si navzajom podobné.

Elipsa je naproti tomu ur¢enda dvoma parametrami: volne si mézme zvolit na-
priklad excentricitu e a dizku hlavnej poloosi a. Pre elipsy neplati, Ze by vietky
boli navzajom podobné. Podobné su si presne tie elipsy, ktoré maji rovnaky pomer
velkosti e a a, teda presne tie elipsy, ktoré maji rovnakt numerickd excentricitu e.

Taka ista situacia ako pre elipsy nastava aj pri hyperbolach.

Majme teraz pevne zvoleni dvojicu navzdjom réznych bodov F; a Fs. Vsetky
elipsy, pre ktoré st tieto dva body jej ohniskami (tzv. konfokalne elipsy), tvoria
potom uz len jednoparametrickd triedu kriviek. Tieto elipsy st navzajom disjunktné
a okrem tsecky FjFy pokryvaju celt rovinu. Analogickt vlastnost maji aj hyper-
boly s ohniskami Fy, Fy. Tieto dve tiedy konfokalnych kuzeloseCiek tak tvoria v
rovine akisi siet, o ktorej sa navysie s nadobudnutymi znalostami o kuzeloseckach
vieme uz lahko presvedcit, ze je ortogonalna:
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Tvrdenie 3.13. Nech Fi, F5 st navzajom rozne body. Elipsa s ohniskami Fy, F5
a hyperbola s ohniskami Fj, F» maji v priesecniku navzijom kolmé dotycnice.

Dékaz. Nech P je bod leziaci na elipse aj hyperbole. Priamky ﬁ a gﬁ su sprie-
vodi¢mi bodu P, ¢i ho chapeme ako bod na elipse alebo ako bod na hyperbole.
Vonkajsi uhol sprievodicov bodu P vzhladom na elipsu a vzhladom na hyperbolu
st navzajom susednymi uhlami a preto ich osi, ktoré s zaroven dotycénicami elipsy
a hyperboly, st na seba kolmé. O

Poznamka 3.14. V degenerovanom pripade, ked by boli body F; a F» totozné,
elipsy by sa stali kruZznicami a namiesto hyperbol by sme mali tzv. singularne
kuzelosecky hyperbolického typu, ¢ize dvojice roznobeziek. Krivky vo vyslednej
sieti, sustredné kruznice a polpriamky so zaciatkom v splyvajicich ohniskéch, by
tak boli mnozinami bodov, ktoré vzhladom na polarne stradnice maji jednu zo
stradnic konstantni.

Ak namiesto polarnych stiradnic uvazujeme Standardnd kartezidnsku suradni-
covu sustavu, vidime, Ze t4 ma td istd vlastnost, ako sme overili v Tvrdeni: krivky
pozostavajuce z bodov, ktorych jedna ziradnica je konsantna a druhad nadobuda
lubovolnt hodnotu (t.j. vodorovné a zvislé priamky) tvoria ortogonédlnu sief.

Na zamyslenie. Vedeli by ste analogicku situaciu namodelovat pomocou parabol?
Parabola mé na rozdiel od hyperbol a elips iba jedno ohnisko, skiiste preto pouzit
dve jednoparametrické triedy parabol.

3.6. Dodatok: evolventa krivky.

Priklad 3.15. Predstavme si, ze z kruznice za¢neme odvijat vldkno, ktoré akoby
bolo predtym na kruznici pevne navinuté. V kazdom momente tak odvinuta cast
vldkna lezi na dotycnici ku kruznici. Zaciatok vlakna potom vykresluje krivku sa tak
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pohybuje po krivke v tvare $pirdly s konstantnou vzdialenostou (konkrétne dizkou
obvodu kruznice) medzi zavitmi. Tito krivku nazyvame evolventa kruznice.

Ak by sme vldkno zacali odvijat v inom bode kruZnice, dostali by sme int
evolventu, ktord by z povodnej vznikla rotaciou okolo stredu danej kruznice. Mame
takto jednoparametricki mnozinu kriviek, ktoré si navzdjom disjunktné a okrem
vnutra kruznice pokryvaju celd rovinu.

Ako druht triedu kriviek uvazujme polpriamky, na ktorych lezia odvijajuce sa
vldkna, teda casti dotyc¢nic kruznice. Tieto dve triedy tiez tvoria ortogondlnu siet
kriviek.

diferencidla geometria?

Analogicky mézme skonstruovat evolventu aj inym krivkam (k parabole, k hy-

perbole) a znovu tak ziskame ortogondlny siet.

Poznamka 3.16. Iny priklad ortogondlnej siete kriviek moézte najst na mapéach:
jednu triedu kriviek tvoria vrstevnice, druht spadnice



Literatura

[1] A. V. Akopyan and A. A. Zaslavsky. Geometry of conics, volume 26 of Mathematical
World. American Mathematical Society, Providence, RI, 2007. Translated from the 2007 Rus-
sian original by Alex Martsinkovsky.

[2] Marcel Berger. Geometry 2. Springer-Verlag, 2nd edition, 2009.

[3] Georg Glaeser, Hellmuth Stachel, and Boris Odehnal. The universe of conics—from the
ancient Greeks to 21st century developments. Springer, Berlin, second edition, [2024]
©2024.

[4] D. Hilbert and S. Cohn-Vossen. Geometry and the imagination. Chelsea Publishing Co.,
New York, 1952. Translated by P. Neményi.

41



	1. Elipsa ako afinný obraz kružnice
	2. Kužeľosečky sú rezmi kužeľovej plochy
	3. Dotyčnice kužeľosečiek a iné konštrukcie
	Literatúra

