Kvantova mechanika Zbierka prikladov

Cast 0. - Matematické zaklady
1. Operécie s maticami:
(a) Pre matice
1 2 2 —1
S E N T

vypocitajte A+ B, AB a BA. Overte, ¢i AB = BA.

(b) Vypocitajte determinant matice
-1 2
A= [ : 2] |
Najdite jej vlastné hodnoty a prislusné vlastné vektory. Vlastné vektory
normalizujte a overte ich ortogonalitu.

(c) Najdite vlastné hodnoty matice

-2 0 0
B=10 -1 2
0 2 2

Urcte normalizovany vlastny vektor patriaci ku kazdej vlastnej hodnote.

2. Goniometrické vyrazy

(a) Upravte vyrazy pomocou goniometrickych identit:
sin® r + cos” z, 1 — cos(2z), sin(2z).

(b) Vyjadrite sicin
SIN & COS &

pomocou funkcie s dvojnasobnym argumentom.

(c) Vypocitajte

2w 2w 2
/ sinz dx, / sin? z dz, / sin x cos x dx.
0 0 0



(d) Overte, Ze pre celé kladné ¢isla m # n

/ sin(mz) sin(nx) dx = 0.
0
3. Vyrieste diferenciélne rovnice druhého rddu s danymi okrajovymi podmienkami:

()

d*x(t) 2
Froa k“x(t) =0,
d
z(0) = L, il -}
dt |,_,
(b) Néjdite rieSenie rovnice
d*y() 2
proR k*y(z) =0

splhajtce okrajové podmienky
y(0) =0,  y(L)=0.
Urcte, pre ktoré hodnoty k existuje netrivialne riesenie.
4. Komplexné ¢isla

(a) Pre komplexné ¢islo
z2=3—4

urc¢te komplexne zdruzené ¢islo z*, absolttnu hodnotu |z| a ¢islo zapiste v
exponencialnom tvare
z=re'’.

(b) Pomocou Eulerovho vztahu
e'? = cos +isingp
vyjadrite cos ¢ a sin ¢ pomocou komplexnych exponencidlnych funkcii.

(c) Pre komplexné vektory

vypocitajte skalarne siciny

u'u, viv, u'v.



(d) Pre maticu

ey

vytvorte komplexne zdruzend maticu A* a hermitovsky zdruzent maticu
AT. Rozhodnite, & plati
A=A

. Integrovanie

(a) Vypocitajte

o0
/ e “dx, a > 0.
0

o0
/ xe “dr, a > 0.
0

(¢) Pomocou znameho Gaussovho integralu

/ e dr = NS

(b) Vypocitajte

urcte

(d) Uré¢te hodnotu integralu

e 2
/ xe U dx
—00

bez priameho integrovania. Vyuzite vlastnosti parnych a neparnych funkeii.

v
/ xsinx dx
0

pomocou integracie per partes.

™
/ xsin®z dx.
0

(e) Vypocitajte

(f) Vypocitajte

6. Derivacie



(a) Vypocitajte prvi a druht derivaciu funkeii
flz) =€, g(z) = e, h(z) = sin(kz).
(b) Pomocou pravidla pre derivaciu stcinu vypocitajte derivaciu

f(x) = ze .

(c) Najdite extrémy funkcie
f(z) = 2% ",

Urcte, ¢i ide o minimum alebo maximum.
(d) Najdite minimum funkcie
f(a:):aa:2+ﬁ, a>0, b>0, z>0.
7. Pravdepodobnost a Statistika
(a) Pri merani veli¢iny boli ziskané hodnoty

2.1, 1.9, 20, 2.2 18.

Vypocitajte aritmeticky priemer a smerodajni odchylku.

(b) Néhodna veli¢ina moze nadobudniut hodnoty
xlz—l, .1'2:0, .1'3:2

s pravdepodobnostami

_1 _1 _1
p1—4, p2—2, p3—4-

Vypocitajte
(x), (%), o
(c) Pravdepodobnostna hustota mé tvar

p(x) = Ae™*, x>0, a > 0.

Urcte konstantu A z podmienky

/Ooop(x) dx = 1.

Potom vypocitajte stredni hodnotu (x).



Kvantova mechanika Zbierka prikladov

Cast 1. - Experimenty
1. Vypodcitajte de Broglieho vinovi dlzku pre:

(a) foton s kinetickou energiou 1 eV

(b) elektron s kinetickou energiou 1 eV
(c) proton s kinetickou energiou 1 eV
)

(d) molekulu UFg s hmotnostou m = 5.86 - 1071° kg a kinetickou energiou 1
eV

(e) teleso s hmotnostou 1 kg a rychlostou v = 100 km/h

2. Urcte, ktory mikroskop, opticky alebo elektronovy s elektronovym delom o
napati 100 kV, je vhodnejsi na skimanie kapsidy virusu o velkosti 50 nm.

3. Elektron urychlime potencidlovym rozdielom 100 V. Aka bude jeho rychlost?
Na zaklade porovnania s rychlostou svetla, ¢, urcte, ¢i sa sprava ako relativistick&
alebo nerelativistickd castica.

4. Experiment ukazuje, ze pri sodiku nastava fotoelektricky jav len vtedy, ak
nai dopada svetlo s vlnovou dlzkou mensou ako Ao = 539 nm. Vypocitajte
vystupnu pracu pre sodik! Aku rychlost maju elektrony, ktoré vyletuju zo
sodikovej katody, ak ju osvetlime modrym svetlom ortutovej vybojky? Toto
svetlo ma vlnova dlzku A = 436 nm.

5. Uréte teplotu na povrchu Slnka, ak jeho vyzarovacia energie je E = 3.83-10%0
W a polomer Slnka je 700 000 km.

6. Energia hladin v atome vodika v zavislosti od hlavného kvantového ¢isla n ako
E, = 17‘2’—56 eV. Uréte vinova dlzku fotéonu emitovaného pri prechode elektronu
z hladiny n=3 na hladinu n=2.

7. Atom Zeleza °Fe kmité s frekvenciou 10" Hz okolo svojej rovnovaznej polohy
(uzla)v mriezke krystalu. Pohyb v uréitom smere mozno v rozumnej aproximéacii
opisat linearnym harmonickym oscilatorom. Odhadnite amplitiadu takychto
kmitov a porovnajte ju s typickou vzdialenostou dvoch uzlov mriezky (asi 0,2
nm).



8. Zakladnymi veli¢inami linearneho harmonického oscilatora si: m — hmotnost
Castice, w — uhlova frekvencia a na jeho opis pomocou kvantovej mechaniky
aj h — Planckova konstanta. Najdite pomocou rozmerovej analyzy typické
hodnoty energie, hybnosti i amplitudy.

Konstanty:

b=2.89-1073 mK

o =5.67-10"8% Wm?K~*
h=6.62-103Js h=~h/2n
m, = 9.11-1073! kg
c=2.99-10% ms™!



Kvantova mechanika Zbierka prikladov

Cast 2. - Vlnova funkcia, operatory, komutatory

1. Ukézte, ze operator hybnosti, p, je hermitovsky!

2. Je dana vlnova funkcia Castice viazanej na tsecke ako linedrna kombinacia
ortonormalnych stacionarnych stavov ¢,, s vlastnymi hodnotami energie F),:

U(x) = capa() + capa()

2—1
3

U(z) = capa(e) + ——pa(x)

(a) Urcte koeficient cs.
(b) Urcte pravdepodobnost namerania energii E1, Ey a Ey4

(c) Zapiste casovy vyvoj tejto vinovej funkcie.

3. Spravanie Castice viazanej na usecke je opisané vlnovou funkciou ¥(z) =
Az(L —x) pre x € < 0, L >, inak 0.

a) Urcéte normovaciu konstantu A.

(a)

(b) Uréte strednit hodnotu pre polohu a hybnost castice.

(c) Urcte pravdepodobnost vyskytu ¢astice na intervale <0, L /2>
)

(d) Ako urc¢ime pravdepodobnost namerania energie E,, niektorého stacionér-
neho stavu, ak tato vinova funkcia sa da rozpisat do uplneho systému

vlastnych funckif:
U(z) = chﬁpn(x)

4. Nech operétor A ma spektrum vlastnych funkeif ,, s prisluchajicimi vlastnymi
hodnotami A,,. Stav systému je opisany normalizovanou vlnovou funkciou W:

1 3.1 3

U(z) = 51+ (DEeale) + G o)

(a) Aké hodnoty veli¢iny A bude mozné namerat?
(b) Ak4 bude stredna hodnota A?

5. Ukéazte, ¢i dané funkcie st vlastnymi funkciami operatorov a urcéte ich prislu-
chajice vlastné hodnoty:



2

(a) Operator A = 2 a funkeia €3 4 %

(b) Operator B = :1:% a funkcia 5z
6. Ukazte, ze komutator [A, BC] = [A, B]C + B[AC).
7. Ukézte, 7e komutator [L,, L] = 0.
8. Urcte komutator [z, p?.

9. Hamiltonian pre volnid ¢asticu je dany ako H = —%A. Urcte komutatory
medzi H a p a H a 2. Co to hovori o tomto systéme a vlastnych funkciach
operatorov H, p a &7

Pomocky:



Kvantova mechanika Zbierka prikladov

Cast 3. - Schrédingerova rovnica a jednoduché kvantové systémy

1. Castica je viazana na konecny interval 0 < x < L. Formalne mozno povedat,
ze sa pohybuje v poli s potencialnou energiou

V(x) =0pre 0 <x <L
V(x) = oo v8ade inde

(a) Rieste Schrédingerovu rovnicu a najdite energie E, stacionarnych stavov
a prislusné vlastné funkcie.

(b) Nacrtnite rieSenia pre prvé tri stavy s najnizsimi energiami (n=1,2,3).

2. Elektron je viazany v Stvorci s hranou L. Formalne mozeme povedat, Ze sa
nachadza v poli:

V(x,y) =0pre 0 <x<L,0<y <L
V(x, y) = oo v8ade inde

(a) Na zaklade analogie s predchadzajucim prikladom, urcte energie E,,, ,, a
prislusné vlastné funkcie.

(b) Usporiadajte 7 elektronov v tomto systéme a urcte jeho energiu v jednotkéach
Eq.

(c) Aké hodnoty budt mat rozdiely energii E(1, 1) - E(1, 0) a E(5, 2) - E(4,
2)7

3. Castica s kinetickou energiou E dopadéa zlava na potencidlova bariéru

V(x) =0 prex <0
V(x) = Voprex >0, Vy >0

Urcte koeficienty odrazu a prechodu, R a T, ak
(a) E:%VO
(b) E:%VO
(C) E:—%Vo



4. Urcte charakter spektra pre pohyb v poli danom potenciélnou energiou ( t.j.
urcit typy rieSeni na zaklade minima potenciélnej energie a jej spravanim v
nekonecne):

<0, pre |z| < a
a, prelz|>a ,a>0

(b) V(z) = smw?a?

(c) V(r)=% ,rozlisteprea>0aa<0

2R

5. Urc¢te energie a vinové funkcie pre 3 najnizsie stavy jednoduchého harmonického

oscilatora (JHO) v 1 rozmere s potencialom V(z) = mw?z? (stavy s kvanto-

vymi ¢islami N=0, 1, 2), ak poznate v8eobecné riesenie:

2

V() =AY ()"
n=0

2n+1— M\ 2F h

L A= —9oN+1 S ELE
n—|—1)(n—|—2)a hw i o mw

Pre dané stavy urcte aj ich stredné hodnoty T a 2.

(a) Ako bude vyzerat vztah pre energiu pre JHO v 3 rozmeroch, ak w, = w, =
W, = w?

(b) Ako budu degenerované 4 najnizsie stavy pre JHO z bodu a)
6. Vlnova funkcia zédkladného stavu linearneho harmonického oscilatora je:
U(r) = Ae >

kde xy = \/%. Vlastnu frekvenciu oscildtora sme oznacili w a jeho hmotnost

m. S akou pravdepodobnostou bude v tomto stave vychylka oscilatora z
rovnovaznej polohy vacsia ako maximalna vychylka, ktort by nadobudal klasicky
oscilator kmitajici s tou istou energiou Ey = %‘?

Pomocny integral:

10



/ e " dr ~ 0.0787/7
1

7. Najdite vlastné hodnoty a vlastné stavy dvojhladinového hamiltonianu
Ey A
A Ey
kde Fy a A st realne ¢isla. Rieste bezc¢asov Schrodingerovu rovnicu H® =

E®, kde ¢ = <“

b>' Urcte ich ¢asovy vyvoj.

11



Kvantova mechanika Zbierka prikladov

Cast 4. - Priblizné rieSenia Schrédingerovej rovnice

1. Pouzite poruchovi teériu na uréenie prispevku prvého radu k energii zdkladné-
ho stavu cCastice na tsecke dlzky L, ak na nu podsobi mala dodato¢na porucha
o

H = az?. Novy hamiltonian mé tvar H = Hy, + H', kde H, je neporuseny
hamiltonian pre Casticu na tsecke.

2. Pomocou poruchovej teérie odhadnite korekciu energie prvého a druhého radu
pre Casticu v nekonecnej potencidlovej jame sirky 2a s nabojom ¢, ak na nu
posobi mald porucha dand homogénnym elektrickym polom V(x)=qEx.

3. Uvazujte dvojhladinovu ststavu s hamiltonianom H = Hy+ H', kde v baze
vlastnych funkcii Hy plati

- [Ey 0 o [A vV
HO_[O E()] H_[V* B]

Néjdite presné vlastné hodnoty hamiltonianu H.

4. Urcéte pomocou variacnej metody energiu zakladného stavu castice s hmotnostou
m a nabojom q v homogénnom elektrickom poli danym potencidlom V(x)=qE|x|.
Ako sktgobnti vinovi funkeiu zvolte ¥(x) = Ae~*l.

5. Uréte pomocou variacnej metdody energiu zakladného stavu castice s hmot-
nostou m pohybujticej sa v poli danym potencidlom V (z) = ax®. Ako skiigobnii
vlnovi funkciu zvolte W(z) = Ae .

6. Urcéte pomocou variacnej metédy energiu zakladného stavu jednoduchého har-

monického oscilatora s potencidlom V(z) = smw?z?. Ako sksobni vlnovi

. ) _h2 . , [ ,
funkciu zvolte ¥(x) = Ae . Porovnajte s presnym rieSenim.

7. Pouzite varia¢ni metodu na odhad energie E zédkladného stavu castice v jedno-
rozmernej nekone¢nej jame so skugobnou funkciou W = Az(L — x). Ukazte,
7e tento odhad spliia podmienku E > Ej.

8. Pomocou Hiickelovej metody urcéte energiu a vlnova funkciu pre 7 elektrony
zakladného stavu molekuly 1,3-butadiénu.

12



CH,—CH CH——=CH,
1,3-butadién

9. Pomocou Hiickelovej metody porovnajte energie pre neutralnu molekulu cyklo-
propylénu, jej kation a anion na zaklade ich delokaliza¢nych energii.

H

/
C

C

N

H

~
H—C®
N

Cyclopropylén

10. Pouzite Hiickelovu metdédu na molekulu naftalénu a urcte energiu zédkladného
stavu pre 7 elektrony. ako aj koeficienty ¢; pre vinova funkciu zakladny stavu
Uye = Z}O ci&i. Vyuzite symetriu danej molekuly.

Naftalén

Pomocné integraly:

> 2 2n —1)...5.3.1
/ g2e P d:r:z(n ) \/ﬁ,p>0,n:0,1,2,...
0 2(2p)" p

o0
/ e_pxzda;‘:\/i,p>0
—00 p

a, prei =]

/&ﬁfj = H;; = < [ pre i # j susediace

0, pre ¢ # j nesusediace

13



Kvantova mechanika Zbierka prikladov

Cast 5. - Spin

1. Interakcia magnetického momentu elektronu s vonkajsim homogénnym magne-
tickym polom je dana vztahom H = —u-B. Priemet spinu elektrénu do smeru
pola B moze nadobudntt dve hodnoty S, = +h/2. Najdite rozdiel energii
tychto dvoch stavov pre elektréon vo vonkajSom magnetickom poli s indukciou:

(a) B =10""T (medzihviezdny priestor)

(b) B=0.5-10"*T ( zemské magn. pole)
(c) B=1T
(d) B=10T (supravodivy magnet)

Pre urcitost si pod tymito dvoma stavmi mozeme predstavit dva stavy 1s
elektronu v ione He™ (jadro He méa nulovy magneticky moment). Néajdite
uhlovi frekvenciu, frekvenciu a dlzku vlny elektromagnetického pola, v ktorom
mozno uskutocnit prechod medzi tymito 2 stavmi.

A

2. Operatory priemetu spinu na osi x,y a z, S, Sy a §Z maju tvar:

< 45 (01 s 5 (0 —i
Sz5<10 =2\ o

(a) Ukazte, ze tieto matice st hermitovske.

|t

(b) Urc¢te spravne normované vlastné funkcie tychto operatorov v maticovom
zapise.

3. Spinova cast vinovej funkcie ma tvar ¢ = A <_437J>

Uréte normovaciu konstantu A.

(a
(b
(c

(d) Uréte strednu hodnotu operatora S2 ktory je analégom operatora L2.

Urcte strednt hodnotu pre operéatory S}, S'y, S..
52

52 52
Urcte strednt hodnotu operatorov S, , S, , S,

)
)
)
)

4. Elektrony s ndhodne orientovanymi spinmi prechadzaju Stern-Gerlachovym
pristrojom s nehomogénnym magnetickym polom v smere osi z (s priemetom

14



spinu na os z) , SG,. Tie, ktorych spin je +h/2 dalej pokracuju cez SG
pristroj s nehomogénnym magnetickym polom v smere osi x, SG, (vid obrazok
nizsie). S akou pravdepodobnostou nameriame spin hore a spin dole elektronu
po prechode pristrojom SG,?

SGZ% b

. Elektrony prechédzaji Stern-Gerlachovym pristrojom s nehomogénnym magne-
tickym polom v smere osi x, SG,. Tie, ktorych spin je +h/2 dalej pokracuju
cez SG pristroj s priemeteom spinu na os y, SG,, (vid obrazok nizsie). Spinova

: 2 : :
vlnova funkcia ma tvar ¢ = A . ]. S akou pravdepodobnostou nameriame

spin hore a spin dole elektrénu po prechode pristrojom SG,?

oS

. Uvazujte spin elektronu v silnom magnetickom poli By v smere osi z. K tomuto
polu pridame slabé magnetické pole b v smere osi x. Najdite vlastné hodnoty
energie a prislusné spinové funkcie.

i B 0 ] 0 b
eh 0 eh

Pomocky:

15



Kvantova mechanika Zbierka prikladov

Cast 6. - Atom vodika

1. Riesienie radialnej Schrodingerovej rovnice pre atom vodika mé tvar

R(r) = A an(—)")e Ve
ayp 0 ayp
22k +1+1)
G T T+ D)k + 20+ 2)

kde ay je Bohrov polomer atomu, /e = 1/n, € = E/%mec a® a n je hlavné
kvantové ¢islo a 1 je vedlajsie kvantové cislo. Urcte vlastné funkcie a ich
prislichajice hodnoty energie pre 3 najnizsie stavy. Nacrtnite grafy tychto
vlastnych funkcii.

ay

2. Urcte stredné hodnoty vzdialenosti r a najpravdepodobnejsiu vzdialenost r od

Vv

3. Urcte pravdepodobnost najdenia elektronu v intervaloch < 0, ay > a < 0, 2ag >
pre pre 3 najnizsie stavy z tulohy ¢.1.

4. RieSenia pre prvé 4 stavy uhlovej ¢asti Schrodingerovej rovnice maju tvar:

1 3
00 A 10 A7t CoSs

/3 , /3 :
Y11 = —1/ —sinbe'? Yi_1 =4/ —sinbe ¥
8m U

Mame vilnova funkciu ¥(0,p) = A(cosd — sinfcosp). Urcte aké hodnoty
momentu hybnosti L a jej z-zlozky L, mdzeme namerat a s akymi pravdepo-
dobnostiami.

5. Pomocou variacnej metoédy odhadnite energiu zakladného stavu atomu vodika
pre tieto skuisobné funkcie a hamiltonidn pozostavajuci z radialnej casti a Coul-
ombovho potencidlu vyjadreného pomocou konstanty a:

U(x) = Ae "
U(x) = Are "

16



=2 (s, -2

2m r
Porovnajte vysledky so skuto¢nou hodnotou energie zédkladného stavu.

Pomoc pri vypoctoch:
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Kvantova mechanika Zbierka prikladov

Cast 7. - Krea¢ny a anihilaény operator

1. Ukazte, ze |a,a']=1, ak

1 & .p 1
i=—(—+ily=—(+9
(il = e+ a0
1,2 . p 1
= (Y= (-9
a' = 7 =
5 po) 2(5 3

kde zg = \/% a py = Vhmw.

2. Ukazte, ze Hamiltonian pre jednoduchy harmonicky oscilator sa d& napisat
pomocou krea¢nych a anihila¢nych operatorov.

3. Ukéite, Gomu sa rovnaju nasledujtce vyrazy, ak N = a'a a N|a> = ala).

4. Vyjadrite operatory & a p cez kreacné a anihila¢né operatory a vytvorte k nim
zodpovedajice matice ag,= [ iy, a azn:f Qi n

18



5. Uréte stredni hodnotu T a 22 pomocou kreacnych a anihila¢nych operatorov
(matic ak, a azn) pre nasledujice vlnové funkcie dané linarnou kombinéaciou
vlastnych stavov jednoduchého harmonického oscilatora v maticovom zapise:

0

(a)¢:¢2=|2>=

S = O

(0) 6 = Jgv + i) = (10} +[1)) =

O O =

Porovnajte s rieSenim pre stredné hodnoty ziskanym integrovanim tychto vino-
vych funkcii (pozri ¢ast 3, priklad 5) s operatormi z a x2.

6. Urcte strednt hodnotu 7 a p? pomocou kreacnych a anihila¢nych operatorov
(matic ag, a a}in) pre nasledujice vlnové funkcie dané linarnou kombinaciou

vlastnych stavov jednoduchého harmonického oscilatora v maticovom zapise:

0
0
<a>¢=%02=|2>= 1
0

1

1

(b) ¢ = F500 + F501) = 5(]0) +|1)) = 0

0

Pomoc pri vypoctoch:
[AB,C] = [A, C|B + A[BC)|
ala) = Vala —1)
a'la) = Va+ 1o+ 1)
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